PAC TA 
MATHEMATICA 


ACADEMIAE SCIENTIARUM 
HUNGARICAE 


ADIUVANTIBUS 


G. ALEXITS, E. EGERVARY, L. FEJER, CH. JORDAN, 
L. KALMAR, L. REDEI, A. RENYI, F. RIESZ, 
B. SZ.zANAGY, GY. SZ.zNAGY, P. TURAN, O. VARGA 


REDIGIT 


G: HAJOS 


TOMUS IIL. 


AKADEMIAI KIADO, BUDAPEST 


1952 
ACTA MATH, HUNG, 


ACTA, MATH EMAGEIG 
ACADEMIAE SCIENTIARUM HUNGARICAE 


A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA III. OSZTALYANAK 
MATEMATIKAI KOZLEMENYEI 


SZERKESZTOSEG FS KIADOHIVATAL: BUDAPEST, V., ALKOTMANY U. 21 


* 


Az Acta Mathematica német, angol, francia és orosz nyelven kéz6l értekezéseket a mate- 
matika k6érébél. : 

Az Acta Mathematica vAaltozé terjedelmti fiizetekben jelenik meg, tébb fiizet alkot 
egy kotetet. 

A kézlésre szdnt kéziratok a kévetkez6 cimre kildendok: 


Acta Mathematica, Budapest 502, Postafiék 24. 


Ugyanerre a cimre kiildendé minden szerkesztéségi és kiadéhivatali levelezés. 

Az Acta Mathematica eléfizetési dra kétetenként belféldre 80 forint, kiilféldre 110 
forint. Megrendelheté a belféld sz4mara az ,,Akadémiai Kiad6”’-nal (Budapest, V., Alkotmany 
utea 21. Banksz4mla 05-915-111-46), a kiilféld szimara pedig a ,,Kultira’’ Kényv- és Hirlap 
Kilkereskedelmi Vallalatna4l (Budapest, I., Fé utea 32. Bankszdamla 43-790-057-181) vagy 
annak kilféldi képviseleteinél és bizomanyosainal. 


Die Acta Mathematica veréffentlichen Abhandlungen aus dem Bereiche der mathe- 
matischen Wissenschaften in deutscher, englischer, franzésischer und russischer Sprache. 

Die Acta Mathematica erscheinen in Heften wechselnden Umfanges. Mehrere Hefte 
bilden einen Band. 


Die zur Veréffentlichung bestimmten Manuskripte sind an folgende Adresse zu senden 
Acta Mathematica, Budapest 502, Postafiék 24. 


An die gleiche Anschrift ist auch jede fiir die Redaktion und den Verlag bestimmte 
Korrespondenz zu richten. 

Abonnementspreis pro Band: 110 Forints. Bestellbar bei dem Buch- und Zeitungs- 
AuS enhandels-Unternehmen ,,Kultura’”’ (Budapest, I., Fé utca 32. Bankkonto Nr. 43-790-057- 
181) oder bei seinen Auslandvertretungen und Kommissioniiren. 


oN 2 


ANOTHER PROOF OF THE MARKOV—POST THEOREM * 


By 
LASZLO KALMAR (Szeged), corresponding member of the Academy 


The word problem for associative systems (i. e. semigroups without 
postulating the cancellation law) has been proved to be unsolvable by any 
(finite, general recursive) algorithm independently and simultaneously by 
Post! and Markov.? MARKOV’s proof is simpler than that of Post’s;? 
moreover, MARKOV obtained by means of his method some further results 
about the non-existence of some algorithms in the theory of associative 
systems.* 

In the present paper, I shall give another proof for the non-existence 
of an algorithm to the effect of solving the word problem for associative 
systems. My proof seems to show some advantages over both Post’s and 


* Inaugural address, delivered 30 January 1950. 

1 £. L. Post, Recursive unsolvability of a problem of Thue, The Journal of Symbolic 
Logic, 12 (1947), pp. 111. 

2 A. Mapxkos, Heso3sMOxHOCTh HEKOTOPHIX a1rOpHMOB B TEOPHH ACCOMMATHBHBIX 
cuctem, Joxaange Akagemuun Hayk CCCP, 55 (1947), pp. 587—590. 

3 Indeed, Post relies besides (1) on a theorem of Cuurcn’s stating the non-existence 
of a decision algorithm for A-convertability (see A. Cxurcu, An unsolvable problem of 
elementary number theory, American Journal of Math., 58 (1936), pp. 345—363), (2) on 
Rosser’s combinatorial equivalent of the calculus of 4-conversion (see J. B. Rosser, A 
mathematical logic without variables, Annals of Math., (2) 36 (1935), pp. 127—150 and 
Duke Math. Journal, 1 (1935), pp. 328-355), (3) on Post’s transformation method of 
logical systems in canonical form to those in normal form (see E. L. Post, Formal reduc- 
‘tions of the general combinatorial decision problem, American Journal of Math., 65 (1943), 
“pp. 197—215), which have been used also by Markov, (4) on Post’s (very easy) transfor- 
mation method of logical systems in normal form to those in normal form and containing 
but two primitive letters (see E. L. Post, Recursively enumerable sets of positive integers 
and their decision problems, Bulletin of the American Math. Society, 50 (1944), pp. 224— 
316, especially footnote 5), and (5) on Turina’s theory of computing machines ‘see A. M. Turina, 
On computable numbers, with an application to the tntscheidungsproblem, Proceedings 
of the London Math. Society, (2) 42 (1937), pp. 230—265 and 43 (1937), pp. 544—546). 

4 See, besides loc. cit. 2, A. MapkoBs, Heso3MOxKHOCTh HEKOTOPbIX arOpH@MOB B 
‘TeEOPHH ACCOMMATHBHBIX CHCTEM ll, Joxaage Axagemun Hayk CCCP, 58 (1947), 
pp. 353—356, as well as A. Mapkos, HeBo3MoxKHOCTbh HEKOTOPbIX arOPHTMOB B TCOpHH 


accoumaTuBHbix cuctem, JJokaapbi AkageMun Hayx CCCP, 77 (1951), pp. 19—20. 
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Markov’s proofs especially for readers who are not acquainted with CHURCH’s 
theory of 4-convertability® nor with Post’s reduction theory of logical systems.* 


1. An associative system is a set in which an associative binary operation, 
called multiplication, has been defined. We denote the result of this opera- 
tion, applied’to the elements a and 6, by ab; we call it the product of a 
and 6. On account of the associative law (ab)c—a(bc), a product a,a,...a 
of several factors has an obvious sense (a, for /==1). We confine ourselves 
to associative systems containing a unit, i.e. an element e for which we 
have ae—ea—a for every element a of the system. For /—0O, we define 
the “empty product” a@,a,...a to denote e. 

An equation of the form 


(1) Os ee in 5 Og, = Oy ei ce 
is called a relation; moreover, a relation in a,,d.,...,q@ if each of 
iy; ig,» 5h des Sis Jay's, Jevisione .of} 1) 2,cen¢ds I apyimgyes yamine Gee 


denote some élements of an associative system “I, we say, the relation (1) 
holds in X, or % is satisfying (1), if a;,a;,...a;, is the same element of 2% 
ashes dp ese O,.. 

As 2 an instance of an associative system, form the finite ‘sequences or 
“words”, each element or “/etter’’ of which is a member of a given finite set 
r “alphabet”. Two words are identical, by definition, if and only if they 
contain the same letters with the same multiplicity and in the same order. 
The product of two words is defined as the word formed of them by jux- 


taposition. In this associative system, called the free associative system on the — 


given alphabet, the relation (1) holds if and only if it is “trivial”, i. e. if 
Q;,Qj,...@;, and aj,a;,...a;, are identical words. However, there are associative 
systems in which some non-trivial relations. hold; e. g. the associative 
systems Ys defined below. 

Given a finite system S of relations in @,,@.,...,@, a further relation 
iN @,,@),..., a, is called a consequence of S if and only if it holds in every 
associative system containing a@,,d),..., a) and satisfying each of the relations 


5 See, A. Cuurcn, loc. cit. 3; A set of postulates for the foundation of logic, Annals 
of Math., (2) 33 (1932), pp. 346—3€6 and 34 (1933), pp. 839—864; A proof of freedom 
of contradiction, Proceedings of the National Academy of Sciences (Washington), 21 (1935), 
pp. 275-281; Mathematical logic (Princeton, N. J., 1936); The calculi of lambda-conversion 
(Princeton, N. J., 1941); A. Cuurcn and J. B. Rosser, Some properties of conversion, Trans- 
actions of the American Math. Society, 39 (1936), pp. 472—482; S. C. KLEENE, Proof by 
cases in formal logic, Annals of Math., (2) 35 (1934), pp. 529-544; A theory of positive 
integers in formal logic, American Journal of Math., 57 (1935), pp. 153—173 and 219— 
244; A-definiability and recursiveness, Duke Math. Journal, 2 (1936), pp. 340—353; J. B. 
Rosser, loc. cit. 3, 

° See E. L. Post, loc. cit.8; A variant of a recursively unsolvable problem, Bulletin 
of the American Math. Society, 52 (1946), pp. 264—268 ; and loc. cit. 1. 
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of S. The word problem for associative systems, relative to a given system § 
of relations, consists in asking for an algorithm by means of which, given 
any relation in a@,,a@),...,@, we could decide if it is a consequence of S. 
Obviously, a relation in @,,@.,..., aq is certainly a consequence of a 
system S of relations in a,,a.,...,q if it can be obtained from the relation 
€—e and from the relations of S by means of a finite number of multipli- 


cations by one of a, @,...,@ on the left or on the right as well as appli- 
cations of the transitivity law; i. e. if it is a theorem of the following formal 
system ®;. Symbols of ®s; are a,,a,,...,@, = . Terms of @s; are the words 


formed of the letters a,,a,,...,a,. Formulae of ®s; are the relations between 
such words, i. e. tu, where t and u are terms of ®;. Axioms of @®, are 
ee (e denoting the empty word) as well as the relations of S. Theorems 
of ®; are (i) the axioms of ®;; (ii) a.t—a,u, at—au, ...,qt—au, 
ta, =ud,, ta,—ua,,...,ta,—ua, if t=—u is a theorem of %;; (iii) uv 
if t—u and tv are theorems of ®;; (iv) nothing else.’ Conversely, each 
consequence of the system S is a theorem of the formal system ®;. Indeed, 
the predicate* “t—u is a theorem of ®;’ between the terms (of ®s)-is 
obviously an equivalence predicate, and, as easily seen, the equivalence clas- 
ses of the free associative system on the alphabet {a,,a,,...,a;} form an 
associative system® Ys such that a relation in a,,a,...,a@, holds in Ys if 
and only if it is a theorem of ®;. Hence, the relations of the system S hold 
in Ys and a relation which is not a theorem of ®s, not holding in Ys, is no 
consequence of S. Thus, the word problem relative to a system S of rela- 
tions can be formulated alternatively as asking for an algorithm by means of 
which, given two terms t and u of ®s, we could decide if tu is a theorem 
of ®;. This formulation of the word problem is more appropriate for researches 
of a logical character.° 


7[.e. the set of theorems of ¢s is the smallest set (the intersection of all sets) having 
the axioms of %c, further, together with te=u, the formulae a,t=da,u, a,t—a,u, ..., a)t—ayu, 
ta,;=wd,, ta;=ud:,...,ta; ua), finally, together with t=wu and t=v, the formula 
u =v as elements. Hence, we can prove a property of the theorems of ®; by proving it 
for the axioms of <; then, supposing that t= u has the property in question, proving that the 
same holds for a,t =a,u, cot = a,u,..., at =a,u, ta; —ud,, ta, =U, ..., ta; ua, too, 
and, supposing that tu and t =v have the property in question, proving that the same holds 
for u=v too. A similar remark applies for the set of the theorems of other formal 
systems (viz. Ye, %,, %,..., 2) as well as for the set of the terms of some of them 
(viz. Ye, ®,, 2, and ®,) too. : 4 
iF 8 We use the expression “predicate” instead of “relation” for the latter is used in 
this paper in a particular sense. 

9 A> is called the associative system generated by the system S of relations. It can 
be characterized (irrespective of isomorphisms) by the following properties. (i) %c is an 
associative system each element of which can be written as a product each factor of 
which is one of some elements d,, as, ..., a, of %s; (ii) a relation in a,,a,,...,a) holds 
in X%, if and only if it is a consequence of the system S. 

10 A third formulation of the word problem relative to a system S of relations in 
ass ah pete perhaps the most interesting one for the algebraist, is to ask for an algo- 
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2. My: proof for the Markov—Post theorem is based on a theorem due 
to KLEENE!! according to which a general recursive function R(x, y) of two 
variables can be given for which there is no algorithm by means of which, 
given any non-negative integer k, we could decide if the equation R(k, y) =0 
in y has a non-negative integer solution. Here a general recursive function ** 
is an arithmetical function (i.e., a function with non-negative integers as 
arguments and values) for which, together with the successor function 
F(x) —=x-+1 and some additional arithmetical functions (called, together with 
F and R, the functions “needed to the definition of R”) a system E of equa- 
tions (called a “defining system of equations for R’’) can be given with the 
following properties. Each equation of E has to be a formula in the formal 
system 4% defined below. For each function G needed to the definition of 
R, and for every sequence k,, k.,...,ks of non-negative integers the number 
s of which coincides with the number of arguments of G, the equation 
G(F"(0), F“*(0),..., F"(O))=F' (0) has to be a theorem of the formal sys- 
tem %. for one and only one non-negative integer k which we denote by 
k == G(k,, ke, ..., ks). Here F“(0) is an abbreviation for F(F(...F(0)..-.)) 
with k symbols F and the formal system % is defined as follows. Symbols 
of # are 0; an enumerable infinite set of ‘‘variables” x,y,...; a finite set 
of symbols F,..., R, called “functors”, for the functions needed to the defi- 
nition of R to each of which a positive integer (for F, the integer 1) is 
attached as the ‘number of its arguments’; parentheses ( and ) ; 
comma , ; equality symbol = . Terms of % are (i) O and the variables; 
(ii) for any functor G, the sequence of symbols G(t,.t,,...,t,) where s is 
the number of arguments of the functor G and t,,t,,...,t, are terms of %; 
(iii) nothing else. Formulae of % are the sequences of symbols of the form 
t= vu where t and wu are terms of %. Axioms of % are the equations of E. 


rithm by means of which, given any relation in a,, da ,...,a,;, we could decide if it holds 
in the associative system As generated by S. 

11S. C. Kreenxe, General recursive functions of natural numbers, Math. Annalen, 
112 (1936), pp. 727—742, especially theorem XV, p. 741. We do not make use of the 
fact that R(x,y) is actually a primitive recursive function. The same result follows, 
with a 2-recursive function R, from an unpublished proof of R. Péter for CHurcn’s theorem 
on the existence of decision problems which are not solvable by any algorithm, by 
means of Gopeu’s theorem on the existence of truth problems unsolvable in a given 
postulate system, and, with an elementary function R, from an unpublished proof of mine 
for Cuurcn’s above theorem as a particular case of GdépeL’s above theorem (see also 
L. Katmdr, On unsolvable mathematical problems, Proceedings of the tenth International 
Congress of Philosophy (Amsterdam, August 11—18, 1948), pp. 756—758). 

12 See Kreeneg, loc. cit.1!1, Definition 25, p. 731. 


18 We suppose that we never use the same functor for functions with a different 
number of variables (as F(x) and F(x, y), e. g.). 
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Theorems of ® are (i) the axioms of %; (ii) the result of substitution of O or 
of F(x) for a variable * x throughout a theorem T of &%; (iii) the result of 
replacement of a particular occurrence of t in T by u, where T and t—u 
are theorems of %; (iv) nothing else.'® 

Instances for general recursive functions are given by Q(x) = x! for which'® 


Sy/0) =; 
S(x, F(y)) = F(S(x, y)), 
P(x, 0)==0, 
P(x, F(y)) = S(x, P(x, y)), 
Q (0) = F(0), 


Q(F(x)) = P(Q(x), F(x)), 
further, by the Ackermann function!’ A(x, y, z) for which 
A(x, Jy; 0) = S(x, y), 

A(x, 0, F(0)) =0, 

A(x, 0, F*(0)) = F(O), 

Alix, UF (2) )==x; 

A(x, F(y), F(2)) = A(x, A y, F@)), 2) 
is a defining system of equations. (Here, of course, F°%(z) stands for 
F(F(F(2))).) 
3. In the sequel, let E denote the particular defining system of equations 

for KLEENE’s general recursive function R(x, y) referred to; ®, denote the 


14 “For a variable x” (and not “for the variable x”) means that x can be replaced 
by any other variable too. In a similar sense we use the clause “for a functor G’. — 
Note that by substitution of F(x) for x & times in succession and then, by substitution 
of 0 for x, we can substitute F *(0) for x. — Also remark that by substitution of a term 
for a variable throughout a term or a formula of Ye or more generally, by replacement of 
one or more occurrences of some terms Y%¢ by other terms of Ze ina term or a formula 
of Ye, we get a term or a formula, respectively, of Ye again. A similar remark holds for 
the formal systems ®,, and %, (and, trivially, for ®, and ®;) too. 

16 As easily shown (by means of the proof method stated in footnote 7), a formula 
T of Zeis a theorem of “¢ if and only if there is a finite sequence T,, Tz, ..., T; of for- 
mulae of Ze such that T, is T, and, for each /—1,2,...,/, T; is either an axiom of Ye, 
or the result of substitution of 0 or of F(x) for a variable x in one of T,,T3,..., Tj_1, 
or the result of replacement of a particular occurrence of tin one of T,,T),..., T\-: by 
u, where tw is one T,, Ts,..., T;-1. Such a sequence Tj, Tp, ..., T;-: is called a proof 
of T in the formal system ¥e. Of course, the same holds for the formal systems 
©,, D,...., D, too. 

16 On reasons which will become clear later on, we insist on consequent functional 
notation; e. g., we write F(x), S(x, y), P(x, y), Q(x) rather than x-+1,x+ y,xy,x!. 

17 See W. AcKERMANN, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen, 
99 (1928), pp. 118—133. A(x, y,z) is an instance for a general recursive function which 
is not primitive recursive, whereas Q(x) is a primitive recursive function. 
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corresponding formal system 4%. I shall transform the question “has the 
equation R(k, y)—0 in y a non-negative integer soluton ?” into the question 
“is the relation r, a consequence of the system S of relations?”’, r,1,.-. 
being a particular sequence of relations in the letters of some alphabet and 
S a particular system of relations in the same letters. Then, the word problem 
for associative systems, relative to the system S of relations, cannot be sol- 
vable by any algorithm, for in the opposite case, there would be an algorithm 
by means of which, given any non-negative integer k, we could decide if r, 
is a consequence of §, i. e. if the equation R(k,y)—O has a non-negative 
integer solution y, in contradiction to KLEENE’s theorem referred to. 

Our first step towards this transformation is to transform the above 
question to an equation depending on k. To this effect, let us introduce the 


arithmetical function '® 
| 7 if there is an integer m= y for which R(x, m) —0, 
, ACER Ale otherwise. 


Then, the he R(k, y)=0 has a non-negative integer solution if and 
only if we have U(k, 0) —0 

Now U is no general recursive function.!® However, with the aid of the 
auxiliary (general recursive) function 
Orit y=, 
lx if y+0 


it can be partially °° defined by the system E’ of equations arising from E by 
subjoining the equations *! 


(3) V(x, y) = 


(4) «U(x, y)= VU, he R(x, y)), 
(5) V(U(x, F(y)), 0) = 
(6) V(U(x, F(y)), oe U(x, F(y)). 


18 We suppose, U (and V) is a functor different from those for the functions 
F,..., R needed to the definition of R. 

19 Indeed, in the opposite case, the computation algorithm of U(k,0) by means of 
a defining system of equations for U would furnish an algorithm for deciding if we have 
U(k, 0) =0, i.e. ifthere is a non-negative integer solution of the equation R(k, y) =0 in y. 

20 In a sense similar to the notion of a partial recursive function; see S. C. KiEENE, 
On notation for ordinal numbers, The Journal of Symbolic Logic, 3 (1938), pp. 150—155, 
especially pp. 151—152. However, the function U(x, y) as defined by (2), is not partial 
recursive (for it is defined for all values of its arguments and it is not general recursive); 
E’ is rather a defining system of equations for the partial recursive patie at 


{ 0 if there is an integer m>y for which R(x, m) = 
( undefined otherwise. 

*1 The idea of introducing these equations is due, in another form, to KLEENE; see 
S.C. Keene, A theory of positive integers in formal logic, loc. cit. 5, pp. 230—231. 


U(x, y) = 
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We define a formal system ®,, analogous to ®, (except a slight modi- 
fication) but based on the system of equations £’ instead of E as follows. 
Symbols of ®, are 0, the variables x, y,..., the functors F,...,R as well as 
U and V; parentheses ( and ) ; comma , ; equality symbol == . Jerms 
of ®, are (i) O and the variables; (ii) for any functor G, the sequence of 
symbols G(t,,t,,...,t.) where s is the number of arguments of G and 
t,t,,...,t. are terms of ®,; (iii) nothing else. Formulae of ©, are the 
sequences of symbols of the form t=-u where t and wu are terms of ®,. 
Axioms of ®, are (i) the equations of E’; (ii) the formulae of the form tt 
where t.is a term of ®,. (The purpose of the modification (ii) will be clear 
in section 6, lemma 9). Theorems of ®, are (i) the axioms of ®,; (ii) the 
result of substitution of O or of F(x) for a variable x throughout a theorem 
of ®,; (iii) the result of replacement of a particular occurrence of t in T by 
u, where T and tu are theorems of ®,: (iv) nothing else. Then we have. 


LEMMA 1. Let-k denote a non-negative integer. The formula 
(7) U(F*(0), 0) = 0 


of ®, is a theorem of ®, if and only if the equation R(k, y) =O has a non- 
negative integer solution in y. Hence, there is no algorithm by means of 
which, given a non-negative integer k, we could decide if (71) is a theorem 
of ®,. 

Indeed, suppose first, the equation R(k,y) =O has a solution in non- 
negative integers y; let / denote its least solution. Then, we have on the one 
hand R(k,i)+ 0, i. e. R(k, i)=r,+1 for some non-negative integers 1; 
(i=0,1,...,/—1), on the other hand R(k,/)=0. Hence, the formulae 
R(F‘(0), F'(0)) = F"**' (0), i.e. 


(8) R(F' (0), F'(0)) = F(F"‘(0)) ((=0,1)7.7,1—1) 
and 
(9) R(F'(0), F'(0)) =0 


are theorems of ®, and thus of ®, too. On the other hand, by (4) (see 
footnote 14, second sentence), 

U(F*(0), F'(0)) = V(U(F' (0), F*"'(0)), RF (0), F'(0)) (i=0,1,...,),- 
hence, by (8) and (9), 

(10) U(F*(0), F’(0)) = V(U(F' (0), F’'"'(0)), F(F*(0))) = 90,1, .-.. 4-1), 
and 

(11) —-U(F*(0), F'(0)) = VU(F 0), FO), 0) 

are theorems of ®,. The same holds, by (6) and (5), for 

(12) V(U(F' (0), F*"(0)), F(F"(0))) = UFO), FO) (i= 0, 1, . FI) 
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and 
(13) V(U(F' (0), F‘'(0)), 0) = 0 
too. By (10) and (12) on the one hand, (11) and (13) on the other hand, 
we see that 
U(F' (0), 0) = U(F*(0), F(0)), 
U(F"(0), F(0)) = U(F* (0), F°(0)), 


U(F*(0), F. '(0)) = U(F"(0), F (0), 
U(F' (0), F'(0)) =0 
are theorems of ®,; thus U(F"(9),0) —0, i.e. (7) too. 

‘Suppose now, (7) is a theorem of ®,. By F(x)=x-+1 and the equa- 
tions of E, the arithmetical functions needed to the definition of R have been 
defined so as to render each equation of E verifiable, i. e. true for each 
replacement of its variables by non-negative integers. Defining the additional 
arithmetical functions U and V by (2) and (3), the same holds for the equa- 
tions (4), (5) and (6) too. This is obvious for (5) and (6), for we have 
F(m) = m-+-1==0 for each non-negative integer m. As to (4), we have for 
any non-negative integers k and /, in case R(k, 1) —0O 

U(k,'l) = 0 = V(U(k, F()), 0) = V(U(k, F(D, R(k, )), 
whereas in case R(k, l) =: 0 we have 
U(k, 1) = U(k, 1+1) = U(k, F()) = V(U(k, F(D), R(k, D), 


for either we have R(k,m)—O for some integer m = /+-1, thus U(k, /) = 
= U(k,1+1)=0, or R(k,m)==0O for every integer m=J/ (for we have 
R(k, 1) +0), thus U(k, 1) = U(k,1+1)=1. Also, obviously, the equations 
of the form t =t are verifiable. 

Obviously, substitution of 0 or of F(x) for a variable x in a verifiable 
formula of ®, yields a verifiable formula again; also, if T and t—vu are 
verifiable formulae of ®,, then so is the formula obtained by replacement of 
a particular occurrence of t in T by u. Hence, each theorem of ®, is verifi- 
able, thus, by hypothesis, (7) too; i.e. there is an integer n =O such that 
R(k, n) = 0 as stated. 


4. The second part of the proof of lemma 1 (from ‘‘suppose now” on), 
besides being somewhat sketchy, does not fulfil the requirements of proof 
theory for it does not provide a calculation method of a non-negative integer 


n such that R(k, n) = 0 by means of a given proof of the formula U(F‘(0), 0) =0- 


in the formal system ®,. Indeed, the notion of verifiability as defined above 
is not a. constructive one, owing to the non-constructive definition (2) of 
U(x,y). For those readers who are interested in constructiveness distinctions, 
I give a proof-theoretical alternative for the second part of the proof. The 
other readers may continue reading with section 5. 


' 
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Let us call the terms F"(0) of ®, (n—O,1, ...) numerals. A term or 
a formula obtained from a term t or a formula T of ®, by substituting a 
numeral for each of its variables is called a numerical instance of t or of a. 
respectively. A term or a formula containing no variables is called a numerical 
term or formula; 2? it is the only numerical instance of itself. E. Sata) .isha 
numerical formula. A finite sequence T,, T,, ..., T; of (numerical) formulae 
such that, for i—1,2,...,/, T; is either a numerical instance of an axiom 
of ®,, or the result of replacement of a particular occurrence of t in one of 
T;, T:,..., Ti1 by u, where t—u is one of T,,T,,..., Ti1, is called a 
numerical proof of T,. Our arguments are based on 


LEMMA 2. /f T is a theorem of ®,, and T a numerical instance of T, 
then there is a numerical proof of T. 


Indeed, °* this holds if T is an axiom of ®,, for then, T alone forms a 
numerical proof of T. Suppose, lemma 2 holds for a theorem T of ®, and 
let T’ and T” be the results of substitution of 0 and of F(x), respectively, 
for a variable x throughout T. Then, lemma 2 holds for T’ and T” too. 
Indeed, any numerical instance of T’ or T” is a numerical instance of T too. 
For if x,y,..., are the variables of T, then substitution of the numerals 
F"(0), ..., F%(O) for the variables y,...,, respectively, in T’ amounts to 
substitution of 0, F"(0),..., F’(O) for the variables x,y, ..., v, respectively, 
in T, whereas substitution of the numerals F”(0), F”(0),..., F’(O) for the 
variables x, y,..., v, respectively, in T” amounts to substitution of F’”*'(0), 
F"(0),..., F7(O) for the variables x,y,...,v, respectively, in T. Again, 
suppose, lemma 2 holds for some theorems T and T’ of ®,, and let T” 
be the result of replacement of a particular occurrence of tin T by u, where 
T is tu. Then lemma 2 holds for T’” too. Indeed, let T” be any numerical 
instance of T”’. Substitute in T as well as in T’ (i.e., in t and u) the same 

“numerals for the variables figuring in T”, (in so far as they figure in T or 
in T’) as when forming T” out of T’, whereas for the other variables figuring 
in T and T’, substitute 0, say. (There are such variables if and only if there 
is a single occurrence of t in T and some variables figure in t but neither 


22 Obviously, the notion of a numerical term and of a numerical formula could be 
defined as follows. Numerical terms are (i) 0; (ii) for any functor G, the sequence of 
“symbols G(t,,t.,..., t,), where s is the number of arguments of Gand t,,t,, ..., t, are 
numerical terms; (iii) nothing else. Numerical formulae are the sequences of symbols of 
the form t-= u where t and u are numerical terms. Hence, a function can be defined 
over the class of the numerical terms by defining it for 0 and, supposing its value known 
for t,, t,..., t., by defining it for G(t,, t,..., t,), where G is a functor having s as its 
number of arguments. bin 

23 The proof is a variant of Hi.bert’s method of removing back the substitutions 
_(Riickverlegung der Einsetzungen), however, without dissolution into proof-files (Auflésung 
in Beweisfaden); see D. Hitsert and P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, \ (Berlin, 


1934), pp. 221—228. 
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in u, nor in T outside the occurrence of t.) Thus, we get a numerical instance 
T of the formula T as well as numerical instances t and uw of the terms 
t and u, respectively ; and obviously, T” is the result of replacement of some 
occurrence of t in T by u. By hypothesis, there are numerical proofs of T 
as well as of the numerical instance tu of T’. By juxtaposing them and 
subjoining the formula T”’, we get a numerical proof of T’. Hence, lemma 2 
holds for every theorem T of ®,. 

Given a non-negative integer k, we attach to each numerical term a 
non-negative integer, called its value, by means of the following definition. 
The value of 0 is O (zero). If G is one of the functors F,...,R for the 
functions needed to the definition of R, and s is the number of its argu- 
ments, then if t,,t,,...,t, are numerical terms whose values are k,, ks,..., Ks, 
respectively, we define the value of the numerical term G(t,, t.,..., t.) as the 
only non-negative integer / for which G(F"'(0), F'*(0),..., F'“(0)) =F (0) is 
a theorem of ®,. If t and u are numerical terms the values of which are m 
and n, respectively, then we define the value of the numerical term U(t, w) 
to be 1 or O according as m=k or m= -k and the value of the numerical 
term V(t,u) to be O or m according as n=O or n+0. Obviously, the 
value of a numerical term t does not change if an occurrence of a term int 
is replaced by another numerical term with the same value. We call a 
numerical formula tu true or false according as the numerical terms t 
and u have the same value or not. 

Suppose now, the numerical formula (7) is a theorem of ®,. Then, by 
lemma 2, there is a numerical proof of (7). Let T be the first formula of 
this numerical proof which is false (there is such a formula for (7) is false, 
the value of its left-hand side being 1 and that of its right-hand side 0). 
Then, T is a numerical instance of an axiom of ®,. For in the opposite 
case, there would be numerical formulae T’ and t—u, belonging to, and 
prior to T in, the numerical proof in question, thus true, such that T is the 
result of replacement of a particular instance of t in T’ by u. However, this 
is impossible, for, t—u being true, t and u have the same value; thus, the 
left and the right hand side of T have the same value as those of T’; but, 
T’ being true, its left and right hand side have the same value and thus, 
the same holds for T too; i.e. T would be true. 

Now, the numerical instances of the equations of E are true in conse- 
quence of the unicity requirement in the definition of general recursive 
functions. Also, the numerical instances of the axioms (5) and (6) are true 
by the definition of the value of a numerical term of the form V(t, u). Plainly, 
also the numerical instances of an equation of the form t—t are true. Hence, 
T must be a numerical instance of the axiom (4), i.e. a formula of the form 
U(F" (0), F” (0)) = V(U(F" (0), F""' (0)), R(F" (0), F” (0))). Here, we must have 
m==k, for in the opposite case, U(F" (0), F’(0)) and U(F"(0), F"*'(0)) 
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would have the value 0, hence the same would hold for V(U(F"(0), F’*'(0)) 
R(F” (0), F"(0))) independently of the value of R(F%(0), F",0)) and thus T 
| would be true. Hence, T is of the form U(F"(0), F" (0))—= V(U(F'(0), F™(0)) 
R(F*(0), F"(0))). Here, U(F"(0), F”(0)) and U(F' (0), F"*'(0)) have the value I: 
hence, R(F’(0), F"(0)) has the value 0, for in the opposite case, V(U(F“(0), 
F’*'(0)), R(F"(0), F"(0))) would have the value 1 and T would be true again. 
l.e., we have R.k,n) =O, as stated. 


5. Our second step towards the transformation of the question “has 
the equation R(k, y) =O in y a non-negative integer solution?” into a ques- 
tion of being a relation a consequence of a system of relations is the omission 
of all parentheses and commas from the formulae of ®,; i.e. the use of 
LUKASIEWICZ’s notation system. *4 For this purpose, we define a counterpart ®, 
of the formal system , as follows. Symbols of ®, are O, the variables x, y, ..., 


and the functors F,..., R, U, V, as well as the equality symbol =. Terms 
of @, are (i) O and the variables x, y,...; (ii) for any functor G, the sequence 
of symbols Gt,t....t, where t,, t.,...,t. are terms of ®, whose number s 


coincides with the number of arguments of G; (iii) nothing else. Obviously, 
omitting the parentheses and commas from a term t of ®, we obtain a 
term t of ®, which we call the simplification®® of t; on the other part, each 
term of ®, is the simplification of at least one (and, as we shall show in 
the sequel, only one) term of ®,. Formulae of ©, are the sequences of 
symbols of the form t—u where t and u are terms of 9®,. If t, i are the 
simplifications of the terms t,u of ®., respectively, then we call the formula 
t—u of 9, the simplification of the formula t= u of %,. Again, each formula 


24 See J. Lukasiewicz and A. Tarski, Untersuchungen itiber den Aussagenkalkil, 
Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydz. Ill, 23 (1930), 
pp. 30—50. For a reader, who is acquainted with Luxasiewicz’s notation system as well 
as with its properties, | could begin the proof in writing down the system E’ of equations 
in this notation system and then, continue with section 6. Alternatively, I could menage 
without Luxasiewicz’s notation system; then, in the formal system ®,, | should allow to 
‘multiply both sides of an equation by any symbol used, also ( or , or ), On the 
left or on the right. However, such a variant of the proof would not be simpler than 
that of the text, and it would be very strange for the algebraist; indeed, it would amount 
to consider also the parentheses ( and ) and the comma , as elements of an 
associative system, whereas our procedure amounts to consider, besides 0.(which is in 
no sense a “zero element”), the “indeterminates” x, y,..., W as well as the ‘operators’ 
F,..., R, U, V as elements of an associative system and to consider the function value 
G(x, y,.-.,¥) as the product of G, x, y,..., and v (e.g., F(x) as the product of the 
operator F and the indeterminate x), which is much more familiar to the algebraist. 

25 Alternatively, we could define the simplication of a term of ®, thus: (i) the 
simplification of 0 or of a variable x is O or x itself, respectively; (ii) for any functor G 
_and for any terms t,, t,,:.., t. of ® the number of which is the same as the number 
‘of arguments of G, the simplification of G(ty, tr, ..., ts) is Gt,t,...t., where, for 
i—1,2,...,5, ti is the simplification of t;. 
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of , is the simplification of a formula of ®,. Axioms of ®, are the simpliti- 
cations of the equations belonging to E, as well as the formulae of the form 
t—t where t is a term of ®,. Theorems of ®, are (i) the axioms of ®,; 
(ii) the result of substitution of O or of Fx for a variable x throughout a 
theorem T of ®,; (iii) the result of replacement of a particular occurrence 
of t in T by u, where T and t—u are theorems of ®,; (iv) nothing else. 

The “rules of inference” (ii) and (iii) corresponding exactly to those of 
the formal system @®.,, it is obvious that the simplification of a theorem of ®, 
is a theorem of ®,. In particular, by lemma 1, UF‘00 =0 is certainly a 
-theorem of ®, if the equation R(k, y) =O has a non-negative integer solution 
in y. (Here F'O is an abbreviation for the term FF--- FO of ®, with k 
symbols F; also, we shall use UF “O° as an abbreviation of UF'00.) However, 
the converse is not obvious at all; as a matter of fact, it is a consequence _ 
of the point of LUKASIEWICz’s notation system, viz. its unequivocality. °°- To 


prove it, the notion of the valency of a symbol (except = ) of ®,, as_ 

defined below, will be useful. The valency of O or of one of the variables 

x,y,... is, by definition, the number —1; the valency of a functor G is, by 

definition, s—1, where s is the number of arguments of G. Also, we attach 
to a finite sequence of symbols, except = , of ®,, the sum of valencies of 

its members as its valency. Throughout this section, we call such a sequence - 
a word; for any word a,a@,---a@ (@,,@,...,@, symbols of ®, except = ), 

we call the oe grad e (the empty word), @,,@,@, ..., @@.., @_1 the proper 

sections of aa... a. Then we have 


LEMMA 3. Each term of ®, has the valency?® —1 whereas its proper 
sections have non-negative valencies. 


Indeed, this holds obviously for 0 and the variables x,y, ... Supposing, 
the statement of the lemma holds for the terms t,, t.,...,t; of ®, and G is 
one of the functors F,...,.R,U,V, having s as the number of its argu- 


*6 According to my knowledge Lukasiewicz did not publish any proof of the unequid 
vocality of his notation system. The note of K. Mencer, Eine elementare Bemerkung iiber 
die Struktur logischer Formeln, Ergebnisse eines math. Kolloquiums, 3 (1930—31), pp. 22—23, 
furnishes a proof of the unequivocality in question for a particular case. The general case 
is treated in H. B. Curry, Lecons de logique algébrique (Paris—Louvain, 1952), pp. 143— 
145 as well as in P. C, Rosenstoom, Elements of mathematical logic (New York, 1950); 
pp. 153-157 and 205. (The work of Curry has appeared after the manuscript of this 
paper has been completed; as to the work of Rosenstoom, I ‘got aware of its existence 
by a quotation of Curry, loc. cit, p. 142.) - 

27 We do not make any distinction between a symbol and the word formed of 
that symbol alone. 

5 In contrast to chemistry, here “saturated compounds” have the valency —1 and 
not 0, for they can serve at the same time as radicals out of which further compounds 
can be made (by means of a functor). For the same reason, a functor which needs s terms 
in order to get saturated, has the valency s—1 and not s as it would have in chemistry. 
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ments, it holds for Gt,t, ... t, too. Indeed, ‘the valency of this term is 


s times 
s—1 —1 —1 —... —1 =s—1 —s = —1, whereas each of its proper sections 
(other than e) has the form Gt,t,... t-;u where /=1,2,..., or s, and u 
i-1 times 


is a proper section of t;; hence, its valency is s—1—1—1—..,—1 
+ v=s—1—(i—1)+ v=—s—i+v2v=20, v denoting the valency of u. 
Hence, lemma 3 holds for each term of @,. 


LemMA 4. Two different terms t and u of ®, cannot have the same term t 
of ®, as their simplifications. 


_ This is obvious for terms t of ®, containing but one symbol. Assuming 
it to hold for terms t of ®, containing less than r symbols (r= 2, 3,...), 
suppose the term t of ®, containing r symbols is the simplification of the 
terms t and u of ®,. Then, the first symbol of t and u must coincide with 
that of t, viz. a functor G. Thus, t and wu have the forms G(t,, t,,..., t,) and 
G(u,, u,,..., u,), respectively, where s is the number of arguments of G and 
yt, ---, ts, tf, Me, ...,U, are terms of ®,, each containing less than r 
symbols. Hence, denoting, for i= 1, 2,..., s, by t; and wu; the simplifications 
of t, and! u,, respectively, t is, on the one hand Gt,t,...t,, on the other 
hand Gu, wu, ...u,. Thus, for i=1,2,...,s8, 1% is identical with u;. For in 


the opposite case, let t; be the first of 1,, t,,..., t, which is different from 
the corresponding u,. Then, the words Gt,t,...t. and Gu,U,... i, are 
identical, whereas Gt,t,...t-1t; and Gu,u,...t-; u:, both sections of t 
(i.e. either proper sections of t or identical with t), are different. Hence, one 
of t, and @, would be a proper section of the other, which is impossible, 
for both t; and &; have, according to lemma 3, the valency —1, whereas 
their proper sections have non-negative valencies. By the induction hypothesis, 
the identity of t; with u (i—1,2,..., 5) implies that of t; with u,; hence, 
also t and u cannot be different. 

As a corollary of lemma 4, we see that two different formulae of 
®, cannot have the same formula of ®, as their simplifications. 

Now, we can prove the converse of lemma 3, i.e. 


LEMMA 5. Each word whose valency is —1 while ist proper sections 
have non-negative valencies, is a term of ®,. 


Indeed, this holds for words containing a single letter (0, or one of the 
variables x, y,...). Supposing the statement of the’ lemma to hold for words 
containing less than r letters (r= 2, 3,...), let w be a word containing r 
letters and satisfying the conditions of the lemma. Then the first letter of w, 
having a non-negative valency, is a functor G. Denote by s the number of 
arguments of G, and, for i=0,1,2,...,s, by wi the first (i. e., the shortest) 
non-empty section of w (proper section or w itself) whose valency is less 
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than or equal to s—1—i. (There is such a_ section for w has the valency 
__}=s—1—s<s—i—i.) Obviously, w. is G, and wijist wi Eerste 
—0,1,:..,s—1, w,isa section of Wii, for the valency of w+: is less than 
or equal to s—1—(i+1)<s—I1—d, thus Wi; cannot be shorter than W,. 
We prove that, for i==0, 1,..., 8, the valency of w, is exactly s—— 1 —/ (hence, for 
i—0,1,...,s—1, wi is a proper section of Wii). Obviously, this holds for 
i—O. For i~1,2,...,5, W; contains more than one letter, for the first 
letter G of -w; has the valency s—1>s—1—i. If w; had not the valency 
s—1—<i, its valency would be s—2—i or less; hence, omitting its last 
letter, we should obtain a shorter word the valency of which would be s—1—t# 
or less (for the valency of a letter is —1 or more), which is impossible. 

For i=1,2,...,5, let t; be the word the subjoining of which to w;-; 
yields w,. Then, t; has the valency —1 whereas its proper sections have 
non-negative valencies; for in the opposite case, subjoining a proper section 
having a negative valency to w;-1, we should get a word shorter than w, 
which has a valency s—1—i or less. By the hypothesis, t,,t,...,t are 
terms of ®,, hence the same holds for w, which is Gt,t.... t.. 

Now, we can prove the converse of the remark made after the defini- 
tion of the theorems of @,, i.e. 


Lemma 6. Egch theorem T of ®, is the simplification of a theorem T 
of D,. 


Indeed, this holds for the axioms of ®,. Suppose it to hold for a theorem — 
T of %,, then it holds for the result of substitution of O or of Fx for a 
variable x in T too; for it is obviously the simplification of the result of 
substitution of O or of F(x), respectively, for x in the theorem T of ®, the 
simplification of which is T. Suppose now, the lemma holds for the theorems — 
T as well as t= of ®,; i.e. they are the simplifications of some theorems 
T and t=u of 9,. Let U be the result of replacement of a particular 
occurrence of t in T by u. Replace that occurrence of t in T by a variable » 
not occurring in T. Thus, we get an equation V between two words which 
we prove to be a formula of ®,. Indeed, one of the sides of V is identical 
with the corresponding side of T whereas the other side differs by replace- 
ment of an occurrence of t by v. Now, v has the valency —1 just as t; 
hence, the side in question of V has the same valency as the corresponding 
side of T and its proper sections have the same valencies as some proper 
sections of that. Thus, by lemmas 3 and 5, both sides of V are terms of 
®,, that is, V is a formula of ®,, hence, the simplification of a formula V 
of ®,. Now, substituting t for v in V, we get a formula of ®, which has 
obviously T as its simplification. By the above corollary of lemma 4, this 
formula is identical with the theorem T of @,. Substituting, on the other 
hand, u for vin V,we get another formula U of ®, which has U as its simpli- 
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fication. Now, U is plainly the result of replacement of an occurrence of t in 
T by u, hence, a theorem of @,; consequently, lemma 6 holds for U too. 

As a corollary, we see that UF“0°=0 is a theorem of ®, if and only 
if the formula U(F“(0),0)=0 of @, having it as simplification is a theorem 
of ,, that is, if we have R(k, n) =O for some non-negative integer n. Hence, 
there is no algorithm by means of which, given any non-negative integer k, we 
could decide if UF“0°—0 is a theorem of 4. 


6. Remark that no theorem of ®,, except those of the form tt, contains 
any variable which does not figure in at least one equation of £’. Hence, the 
class of theorems of ®, does not change essentially if we modify system ®, 
by allowing no variables other than those figuring in the equations of E’ 
(besides 0, = , and the functors F,...,R, U, V) as symbols.” 

By such a modification, the terms of ®, become particular words formed 
of the letters of a finite alphabet, subject to the valency conditions of lemma 
3 or 5. Our next step consists in removing those conditions, and, at the same 
_ time, in making the rules of inference more similar to those of ®;. For this 
purpose, we define a formal system ®, as follows. Symbols of ®, are O, the 


variables x, y,...,w figuring in at least one equation of E’, the functors 
F,...,R, U,V, and the equality sign — . Terms of ©, are arbitrary finite 
(possibly empty) sequences of symbols of ®, except — , i.e. words formed 


of the letters of the alphabet {0,x,y,....w,F,...,R,U, V}. Formulae of ®, 
are the sequences of symbols of the form t—wu where t and wu are terms 
of ®,. Axioms of ®,-are the simplifications of the equations belonging to E’, 
as well as the formula ee (e denoting the empty word). Theorems of ®, 
are (i) the axioms of ®,; (ii) the result of substitution of O or of Fx for a 
variable x throughout a theorem T of 9,; (iii) atau and te=ua ift—u 
is a theorem of ®, and @ a symbol of ®, except — ; (iv) u=v if t—u 
and tv are theorems of ®,; (v) nothing else. | 

As an easy consequence of (i), (iii) and (iv), we have the following 

Lemma 7. For any term t of ®,, t=t is a theorem of ®,. If t—u is 
a theorem of ©, then the same holds for u=t, as well as, for any term v 
of ®,, for vt=vu and tv—uv. /f t=u and T are theorems of ®,, then 
the same holds for the result of replacement of a particular occurrence of t 
in T by u. . 

Indeed, if t—wu is a theorem and v a term of ®,, then a repeated 
application of (iii) gives vt—-vu and tv—uv as theorems of ®,. In parti- 
cular, t—t is a theorem of ®, for each term t of ®,, for e—e is a theorem 
of ®,. Further, we get-for any theorem t—u of ®,, by application of (iv) 
to the theorems t-=-u and t=—t of ®, (with t for v), u==t as a theorem 


2” A similar remark applies for ©, and (with £ instead of E’) for @, too. 
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of ®,. Finally, suppose that t—u and T are theorems of ®, and that there 
is an occurrence of t in T. Then T has one of the forms t,tt,—t, and 
t,—t,tt, with terms t,,t,,t, of ®, By what has been proved already, 
t,tt,—t, is in any case atheorem of ®, and the same holds for t, tt, —t,ut. 
too. Hence, by (iv), tut.—t, and t,—t,ut, are theorems of ®,; and, 
choosing t,,t, and t, appropriately, one-of them is the result of replacement 
of the particular occurrence in question of t in T by uw. 

As a corollary of lemma 7, we see that each theorem of ®, is a theorem 
of ®,. Indeed, the axioms of ®, are theorems of @, (for they are either 
axioms of ®, or of the form t—t with a term t of ®,); and the rules of 
inference of ®, hold in ®, too. 

Now, we shall show that, in spite of allowing “meaningless” words 
(i.e. those which are no terms of ®,) as terms of ®, and of admitting the 
‘ new rules of inference, the class of the theorems did not change “essentially”. 
For this purpose, we shall analyse the structure of the terms of ®, as to 
their ‘“‘meaningful’’ components. 

A sequence of consecutive. symbols of a term of ®, is called a sub- 
term of it. A particular occurrence of a functor G in a term t of ®, is called 
saturated (or G is called saturated at that occurrence), if there is a sub-term 
u of t beginning with that occurrence of G which is a term of ®,. In this case, 
u is uniquely determined, for of two different sub-terms of t beginning with 
the same occurrence of G, one is a proper section of the. other, and, by 
lemma 3, a proper section of a term of ®, cannot be a term of ®,. If a 
particular occurrence of G in t is not saturated, it is called unsaturated (or 
G is called unsaturated at that occurrence). 


Now, we can describe the structure of the terms of ®, by 


LEMMA 8. Each term t of , can be decomposed in one and only one 
way into a product (i.e., juxtaposition) of “components” each of which is 
either a term of ®, or an unsaturated occurrence of a functor. (We call this — 
decomposition the “standard decomposition” of t.) 


Indeed, this holds for a term of ®, containing a single symbol (for it 
is either a term of ®,, viz. if it is O or one of the variables, or a functor in 
which case it is unsaturated). Suppose, the statement of the lemma holds for 
terms of ®, containing less than r symbols (r= 2,3,...) and let t be a term 
of ®, containing r symbols: If the first symbol e of tis O or a variable, or an 
unsaturated functor, then t is au where u is a term of ®, containing r—1 
symbols; and t can be decomposed, as required, into « and the components. 
of u. This is the only such decomposition of t for there is no term of ®, 
beginning with @ and the standard decomposition of u is unique. If the first 
symbol of t is a saturated functor G, i.e. t is uv where u-is a term of ®, 
heginning with G and v a term of ®,, containing less than r symbols, then 
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-t can be decomposed as required into u and the components of v. This is 
the only such decomposition, for by lemma 3, neither a proper section of u 
nor a term of ®, having uw as its proper section can be a term of ®,, and 
the standard decomposition of v is unique. 


By means of lemma 8, we can prove the following necessary (and as 
easily seen, but not used in the sequel, sufficient) condition of being a theo- 
rem of @,. 


LEMMA 9. /f t= u is a theorem of ®,, then t and wu have the sam 
number r of components. If t,t,...t, and u,u,...u, are the standard decom- 
positions of t and u, respectively, then, for i=1,2,...,r, t; and wu, are either 
both occurrences of the same unsaturated functor, or both are terms of ®, and 
_t;= vu, is a theorem of ,. 


Indeed, this holds for the axioms of ®,, for, in case of the axiom e—e, 
e has no components, and, in case of the other axioms, each side of them 
has a single component and they are axioms of ®;. Supposing, the statement 
of the lemma holds for a theorem t = u of ,, let t’ and w’ denote the terms formed 
of t and u, respectively, by substituting throughout O or Fx (the same in 
both cases) for a variable x. Let t,t....t, and u,u,...u, be the standard 


decompositions of t and u, respectively; and, for i—1, 2,...,7, let t; and 
u; denote the terms of ®, formed of t; and u;, respectively, by substituting 
throughout 0 or Fx, respectively, for x. Then, each of t;, th, ..., trauiuss.: si 


is either an unsaturated functor, or a term of ®,. Indeed, a functor does not 
change and a term of ®, does not cease being a term of ®, by substitution 
of 0 or Fx for x. Also, an unsaturated functor cannot become saturated. by 
this substitution. For, if an occurrence of the functor G, viz. one of t;, th, ..., t, 
or of u, us, ..., u;, would be saturated in t’ or u’ respectively, then there would 
be a sub-term of t’ or wu’, respectively, beginning with the said occurrence of 
G which is a term of ®,. However, we could regain a sub-term of t or u, 
respectively, beginning with the corresponding occurrence of G, thus, with one 
Oia te foymce, tay OF OF U7; May...) Ur, respectively, by means of replacing some of 
the 0’s or Fx’s by x according as O or Fx has been substituted for x. Now, 
as remarked above (see footnote 14) we get by this replacement a term of ®, 
again which is impossible, for the said occurrence of G in t or u, respecti- 
vely, is an unsaturated one. Hence on and uju,...u, are the standard 
decompositions of t’ and.u’, respectively. Now, if t and u; are occurrences of 
some unsaturated functor, then the same holds for t; and-u; too; if t; and 
u; are terms of ®, such that t; =: is a theorem of ®,, then the same holds 
for t;—w; too. Hence, the statement of the lemma holds for the theorem 
=" ®, too. ; 

ote fae next to prove that if the statement of the lemma holds for the 
theorem t—u of ®,, then, for an arbitrary symbol « of .?, except = , it 
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holds for the theorems at—«u as well as ta=ua of , too. Suppose 
again that t,t....t, and u,u....u, are the standard decompositions of t and 
u, respectively. First we treat et «cu. If « is 0 or a variable, or else a 
functor unsaturated in both «et and cu, then our statement is trivial for then 
a is the first component of both «t and eu and their further components 
are t,,t.,...,t,, and u.,u.,...,u,, respectively. Suppose, « is a functor G 
and let s be the number of arguments of G. In et, that is Gt,t....t,, the 
first G is saturated if and only if r=s and t,,t,,...,t, are terms of 9®,. 
Indeed, in this case, the sub-term CGt,t,...t, of «t is a term of ®,; conver- 
sely, if the first G is saturated in Gt,t,...t,, i.e., if there is a sub-term of 
Gt,t,...t, beginning with the first G, thus of the form Gt,t,...t; with some 
terms t;, t;,..., ti of ®, then Gt,t....t, is Gtiti...tiv with some term v 
of ®,, thus t,t,...t, is 1\t)...tiv, hence we have r=s and t, is ti, t. is 
t:,...,t, is t, for the (unique) standard decomposition of tt)...tiv is 
t,t,... t) followed by the standard decomposition of v. Taking into account 
that, for i= 1, 2,...,7, t; and u, are either both terms of ®, or neither, we 
see that the first G is either saturated in both «t and eu, or unsaturated in 
both. The second case being settled already, let us suppose that the first G 
is saturated in both et and cu, i.e. we have r= sandt,, tr,..., t., U,, W,..., UL 
are terms of @®,. Then, the components of t and u are Gt,t,...t., 
tet, tee,....6, and Gu,w,...u,, U1, Uu2,..., 0, respectively. We have 
only to show that Gt,t,...t;—=Gu,u,...u, is a theorem of @,, for if. 
i=s+1,s+2,...,7, then either t; and u; are the same unsaturated functor 
or tu; is a theorem of ®,. Now, Gt,t,...t,—Gt,t,...t, and tu) 
t,—=w,,...,t,—u, being theorems of ®,, the same holds for Gt.t....t,= 
= Gu,u,...u, too, for it can be obtained from Gtt,...t,—Gt,t,...t, by 
replacement of the occurrences of t,,t,,...,t, on the right-hand side by 
U,, W,..., Us, respectively. . 

Now, let us examine te —wua where t—u is a theorem of ®, and « 
an arbitrary symbol of ®, except = . If « is a functor, then it is obviously 
unsaturated, thus, the statement of the lemma is trivial again, the components 
of t« and ua being those of t and u, respectively, and «. The same holds 
if @ is O or a variable, provided no functor which is unsaturated in t or u 
becomes Saturated by subjoining «. Suppose, some components of t, say, 
which are unsaturated functors, are saturated in te and let t; be the first of 
those components (from the left to the right). Then t; is a functor G and 
Gti, tire --t,@ is a term of ®, (for this is the only sub-term of te beginning 
with t; which is not a sub-term of t). Replacing the term t; of @, by the 
term uw; of ®, (j=i+1,i+2,...,7), we get another term Gugu,,0 Ue 
of ®, (see footnote ''), which is a sub-term of ue beginning with t;, i.e. u,; 
hence, u; is saturated in ue. Also, u; is the first component of u which is 
an unsaturated functor in uw but saturated in we, for a similar argument 
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shows that if u; were another such component of u (<i), then t, would 
be a component of t which is an unsaturated functor in t but saturated in 
te, contrary to the fact that t, is the first such component of t. Hence, the 
components of te aret,,t.,...,ti1, and Gtiitse... t.«, and those of ue are 
U,, U.,..., Ui, and Gui. -.- Ua, Now, Gtiri tise ..- te = Gui Uae een | aed 
is a theorem of ®,, for it can be obtained from the theorem Gtuitio...t-ae= 
= Gtuitu2...t,« of ®, by replacement of some of the J 1-1) 14-2, ee. 
viz. those which are terms of ®,, by the corresponding u,; and, for these 
_ Jj, t;= 1; is a theorem of ®,. Hence, the statement of the lemma holds for 
te — ue too. 

We have still to prove that if the statement of the lemma holds for the 
theorems t—u and t=—v of @,, then it holds for u—v too. Let Lies ts, 
u,U,...U, and v,v....v, be the standard decompositions of t,u and v, res- 
pectively. By the hypothesis, we have pg and pr, thus g —r. Also, if, 
for some i=—1,2,...,7r, t is an unsaturated functor in t, then u; and v; are 
unsaturated functors in u and v, respectively, and u; is identical with v., for 
both are identical with t;. If t; is a term of ®,, the same holds for u, and 
v; too, and t;—u,,t; =v; are theorems of ®,; hence, the same holds for 
u; =v; too, for it can be obtained from t;—v, by replacement ot the occur- 
rence of t; on the left-hand side by u;. Hence, the statement of the lemma 
holds for the theorem u=v of ®, too, which completes the proof of the 
lemma. 

As a corollary, we see that if t—w is a formula of ®, and at the same 
time a theorem of ®,, then it is a theorem of ®,. Indeed, in this case, t and 
u are terms of ®,, thus, the only components of themselves. 

In particular, by lemmas 7 and 9, we see that UF’0°—0 is a theorem 
of ®, if and only if itisa theorem of @®,, that is, if we have R(k,n)—O for 
some non-negative integer n. Hence, there is no algorithm by means of 
which, given any non-negative integer k, we could decide if UF‘0°- 0 is 
a theorem of %,. 


7. The formal system ®, is no particular case of @; because of the 
rule of inference (ii), i.e. of the rule of substitution which is alien from @s. 
_ Hoéwever, we show that it is possible to dispense with this rule by introduc- 
ing some new symbols and axioms. For this purpose, let us define a formal 
system ®, as follows. Symbols of ®, are-those of ®,, i.e. 0, the variables 
x, y,-..-, W, the functors F,..., R, U, V, the equality sign — ; and, in addition, 
to each of the variables x, y,..., w, two new ®° symbols, Xo, X., Yo, Vis ++» Wor Was 
_ called: substitutors, and a single new symbol a, called absorptor. Terms of 
®, are arbitrary finite (possibly empty) sequences of symbols of ®, except — 


30 J. e., we suppose that X),X+, Yo, V+s--+,Wo,W+ are different from the symbols 
O, X, ¥y-0-, W, F,...,R, U,V as well as from each other. 
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i.e. words formed of the letters of the alphabet {0, xX, Xo, X.,Y, Yo, Ver--+> 
_.,W, Wo, W,, F,..-, R, U, V}. Formulae of ®, are sequences of symbols of 
the form t—-u where t and uw are terms of ®,;-i.e., relations between such 
words. Axioms of ®, are those of ®, (i. e., the simplifications of the equations 
belonging to E’ as well as ee, e denoting the empty word); and, in addi- 
tion, for each variable *! x the relations 


(14) Xy X= Oxo, 

(15) XX ==> PXXsy 

(16) X, O26, 

(17) X,a=8, 

(18) X,0=0%, 

(19) x, 0 =O0X,, 

and, for each variable ®2 y different from x and for each functor G, 

(20) Xo Y= YXo, 

(21) xX, Y=YX,, 

(22) Xero a xe. 

(23) xX, GeaGree 

Theorems of ®, are (i) the axioms of ®,; (ii) at au and tea=ua ift—u is 
any theorem of ®, and @ any symbol of ®, except =; (iii) uv if 


t= u and tv are theorems of ®,; (iv) nothing else. 

First we prove that the new symbols a, X),X., Yo) Vs, +++) Woy Ws together 
with the new axioms (14) to (23) suffice to replace the missing rule of sub- 
Stitution; i.e., we prove 


LEMMA 10. Each theorem of ®, is a theorem of ®,. 


To prove this lemma we observe that lemma 7 holds for ®, instead 
of ®, too, for the rule of substitution, missing in ®,, has not been used in 
its proof. 

Now, the statement of lemma 10 holds for the axioms of ®, for they 
are axioms of ®,. Suppose, it holds for a theorem T of ®,; then it holds 
for the theorems U and V of , obtained by substitution of 0 and Fx, 
respectively, for a variable x throughout T. Indeed, suppose T is a, @,.-.a,—= 


== i hy +++ Bu, WHEE &,, Gy, ..0, es Beh, bee, Me are symbols of ®,,except =. 
Then U is a’ aj... a, = BR By ‘and Vis” e tec7a: a’ — | a: A 
le: QO or @ and a@ denoting Fx or a; accredit as a@; is x or not 
(i= ., 1), and £; denoting O or ~, Bi denoting Fx or 8; according 


31 “For each variable x” has been used here in an analogous sense as “for a 
variable x” (see footnote 14), 


2 Le, y can be replaced by any variable which is different from the variable by 
which x has been replaced. 
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as §; is x or not ((=1, 2, ..., s). Now, by (ii), 


(24) Xp @, @y «+. GA =X, 8, Pp --- Ba 
and 
(25) X4, @,@)--- @.a=X, 8, B--- Ba 


are theorems of ®,. By (14), (18), (20), and (22), the same holds for 
Mo@i—a;X, ((=—1,2,...,7),.-Xyhi—= Fix (i=—1,2,...,8), and by (15), 
9), (21),. and (23),--for«x,qj—=a;x, (6 1,2)...,9, Xai Oxy 
({=1,2,..., 58) too. Herice, by lemma 7, last assertion, we can replace 
Xy@, by aX), then x) a by @xX,,..., finally x,@, by ax, on the left-hand 
side of (24), and x,6, by 3x, then x, 6, by %x),..., finally x8 by 8X, 
on the right-hand side of (24), and, similarly, x, @, by a@’x,, then x, a, by 
a, X,,..., finally x, a@, by ax, on the left-hand side of (25), and x, 6 by 
& x,, then x, 6 by %'x,,..., finally x, 8 by x, on the right-hand side 
of (25). Thus, we see that 

@ Xo +++ aX A= fy --- BXa 
and . 

ay ey +. OX, A = BY By +s BX, 
are theorems of ®,. Here, by (16) and (17), we can replace x,a and x,a@ 
by e, i.e. we can omit them, on both sides; thus, we get a «,--- a. 
— Bi 8 --- & and ai’ ai’... a = f;" By --- &, i.e. U and V as theorems of ®,. 

The rest of the proof of lemma 10 is quite trivial for the rules of 
inference (iii) and (iv) of ®, are those (viz. (ii) and (iii)) of ®, too. 

Now, we shall examine the relation of the theorems of ®, to those of 
®, in order to show that a theorem of ®, which is a formula of ®, is a 
theorem of ®,. 

We call a sequence of consecutive symbols of a term of ®, a sub-term 
of it. We call a term of ®, reduced if it does not contain any occurrence of 
a substitutor preceding an occurrence of a symbol which is no substitutor. 
To each term t of ®,, we attach a reduced term t, called the reductum of t, 
by the following reduction process. \f t is reduced, then tis t. If t is not 
reduced, let @ be the last occurrence of a substitutor in t preceding an 
occurrence of a symbol which is no substitutor. If there is an occurrence of 
the absorptor a preceded by «@, then perform as first “reduction step” the 
substitution indicated by @ (i.e. of O for x if @ is x, and of Fx for x if « 
is x,, say) throughout the sub-term of t between @ and the next occurrence 
of a after «, and cancel both « and this occurrence of a. If there is no 
‘occurrence of a preceded by «@, then perform as first reduction step the sub- 
stitution indicated by « throughout the sub-term of t between « and the next 
occurrence of a substitutor after «, or between « and the end of t, if such 
occurrence does not exist, and transplant « to the place immediately after 
this sub-term. By means of this reduction step, we obtain another term u 
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of #,; and the reductum of t is, by definition, the reductum of u. This 
definition has a sense, for in u, the number of the occurrences of substitutors, 
preceding an occurrence of a symbol which is not a substitutor, is one less 
than in t so that the iterated application of the said reduction step comes to 
an end in a finite number of steps. 

A reduced term t has obviously the form t,at,at-...at,v where t, t,, to, ..., t, 
are terms of ®, (possibly the empty word e) and v is a finite (possibly 
empty) sequence of substitutors. We call t,,t,,t., ..., t, the intervals and v 
the suffix of t. For a non-reduced term t, we call the intervals and the 
suffix of its reductum also the intervals and the suffix, respectively, of t. 

Now, the relation between the theorems of ®, and those of ®, is 
displayed in the following lemma which gives a necessary (and, as easily 
seen, but not used in the sequel, sufficient) condition of being a theorem 
of ®,. 


LEMMA 11. /f t—u is a theorem of ®,, then t and u have the same 
number r of intervals. If t,, t,, te,..., t- and Uy, U,, Uo, ..., U, are in succes- 
sion the intervals of t and u, respectively, then for i=0O,1,2,...,r, t =u; 
is a theorem of ®,. Also, the suffixes of t and wu are identical. 


Indeed, the statement of the lemma holds for the axioms of ®,, for a 
term of ®, is its only interval and has an empty suffix, and, for any variable x, 
XoX,X4X, XyA,X,A,Xye, X,@ (for any symbol « of ®, except x,a, and = ) 
have the reducta Ox), Fxx,,e, e,@Xx,, @x,, respectively. Suppose the statement 
of the lemma holds for a theorem tu of ®,. Then, for any symbol « of 
P, except =, it holds for «tau too. Indeed, if « is no substitutor, 
then the result of each reduction step, performed on at, is the same as that 
of the corresponding reduction step, performed on t, except that « is prefixed; 
hence, if @ is not the absorptor a either, the first interval of et is et,, the 
others are, in succession, t,,t.,..., t,, (t,, t,, t,..., t, denoting the inter- 
vals of t) and the suffix of at is the same as that of t. Analogously, the 
intervals of «uw are, in SuccessiON, @Uy, U,, U,..., U,, Uy, U,, UW, ..., U. 
denoting the intervals of u, and the suffix of ew is the same as that of u. 
Now, tt =u,,t=wu,,...,t.—=u, are, by the hypothesis, theorems of ®,; and 
the same holds for at, =u, too, for t, =u, is, by the hypothesis, a theorem 
of ®,. Also, the suffixes of at and aw are, by the hypothesis, the same; 
hence, the statement of the lemma holds for the theorem et = «eu of ®, too. 
If « is the absorptor a, then the number of the intervals of et and au is 
one more than that of the intervals of t and u, respectively, the first interval 
of both et and au being e, and the others, in succession, the same as those 
of t and u, respectively; also, the suffixes of at and au are the same as 
those of t and u, respectively. Hence, the statement of the lemma holds for 
the theorem «ct —eu of ®, too. If « is a substitutor, x, or x,, say, then the 
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_Tesult of each but the last reduction step, performed on et, differs but in a 
prefixed « from that of the corresponding reduction step, performed on t. 
As to the last reduction step, its effect is substitution of 0 or Fx, respectively, 
for x in the first interval of t and cancellation of the first occurrence of a in 
the reductum of t, if t has more than one interval; and substitution of O or 
Fx, respectively, for x in the single interval of t and prefixing of « to the 
suffix of t if there is but one interval of t. Hence, the intervals of at are 
t,t, t.,t;,..., t- and similarly, those of au are U,U,, Ww, U;,..., u. in the 
first case, t, and ui, respectively, in the second case, t, and uj, denoting the 
result of substitution of 0 or of Fx for x, according as « is x, or x,, in t, 
and u,, respectively. Now, t)= uu), t, —u,,t, =u, ..., t- =u, being theorems 
of ,, the same holds for t;—= uj, and, by lemma 7, for tit; w/u, too (for 
t,t, t,t, is a theorem of ®, and by replacement of t, by wu, on the right- 
hand side we get t,t, u/t,, then, by replacement of t, by u, on the right- 
hand side, t,t, uju,). Also, the suffixes of at and eu are the same in 
both cases; hence, the statement of lemma 11 holds for the theorem «et —au 
of ®, also if @ is a substitutor. 


Suppose again, the statement of the lemma holds for a theorem t= u 
of ®,; we have next to prove that, for any symbol « of ®, except = , it 
holds for the theorem ta—ue of ®, too. If @ is a substitutor, then the 
result of each reduction step, performed on ta, differs from that of the corres- 
ponding reduction step, performed on t, but in a suffixed « to the suffix 
of t; hence, the intervals of te are the [same as those of t and the suffix 
of te differs from that of t but in a suffixed «. An analogous assertion holding 
for ua, the statement of the lemma holds for the theorem te—ue of ®, 
too. If « is the absorptor a, then its effect in the result of the successive 
reduction steps is suffixing a to the result of the corresponding reduction 
steps, performed on t, so far as no substitutor appears on the end of this 
result; afterwards its effect is cancelling the last substitutor appearing on the 
end of this result. Hence, the intervals of ta are the same as those of t and 
the suffix of ta is the same as that of t except that the last substitutor has 
been cancelled, provided the suffix of t is not empty; and, if the suffix oft 
is empty, the intervals of ta are the same as those of t and, in addition, 
the empty word e, whereas, in this case, the suffix of ta is empty as well. 
Hence, the statement of the lemma holds for the theorem ta—ua of ®, too. 
Finally, if « is 0, a variable, or a functor, then its effect in the result of tha 
successive reduction steps is suffixing « to the result of the corresponding 
reduction steps, performed on t, so far as no substitutor appears on the end 
of this result; and afterwards, suffixing the result of the substitutions in @, 
indicated by the substitutors standing on the end of this result, to the last 
interval of t. Hence, the intervals of te are the same as those of t, except 
that the last one is suffixed by the result « of substitutions. in ¢, indicated_ 


24 L. KALMAR 


by the suffix of t (i.e. by «, if « is 0 or a functor; by F'0 if wis a variable 
x and there are / occurrences of the substitutor x, preceded by the last 
occurrence of the substitutor x, in the suffix of t; and by F'x if « is a 
variable x, there are / occurrences of the substitutor x, and no occurrence 
of the substitutor x, in the suffix of t); and the suffix of ta is the same as 
that of t. An analogous assertion holds for ue; hence, the statement of the 
lemma holds for the theorem te ua of ®, in this case too, for, together 
with t.=u,, te’ —u,e’ is a theorem of ®,. 

We have still to prove that if the statement o: the lemma holds for the 
theorems t—u and t—v of @,, then it holds for uv too. Now, if t and 
u have the same number of intervals, and the same holds for t and v too, 
then also u and v have the same number of intervals. Let r+1 be the 
number of these intervals, and let, in succession, t,, t;, ..., t- be the intervals 
of t, wu, U,,..., u, those of u and v,,V,,..., Vv, those of v. Then, by the 
hypothesis, 't, == u,, | = ,, -.., t- = u; as well as ¢, =v, f, == V,,<.., 
are theorems of ®,; hence, u, — V,, U, = V;, ..., U. = Vv, too. Also, the suffixes 
of t and w are identical, and those of t and v too; hence, u and v have the 
same suffixes, so that the statement of the lemma holds for the theorem u = v 
of ®, too, which concludes the proof of the lemma. 

As a corollary, we see that if t—u is a theorem of ®, and, at the 
same time, a formula of ®,, then it is a theorem of ®,, for then, t and u 
are the only intervals of themselves. Hence, a formula of ®, is a theorem 
of ®, if and only if it is a theorem of ®,. In particular UF*O —0O is a 
theorem of ®, if and only if it is a theorem of %,, i.e. if we have R(k,n) —0 
for some non-negative integer n. Hence, there is no algorithm by means of 
which, given any non-negative integer k, we could decide if UF‘0°—0 is a 
theorem of ®,. 


8. Now, the formal system ®, is a particular case of ®s. Indeed, as 
immediately seen, it is the formal system ®s belonging to the particular 
system S of relations formed of the simplifications of the equations E’ by 
subjoining the relations (14) to (23) (for each variable x figuring in at least 
One equation of E’ as well as for each such variable y different from x, and . 
for each functor G figuring in at least one equation of E’). Hence, there is 
no algorithm by means of which, given any relation in {0, X,Xo,X.,Y, Yo: Vs» 
“soy Wy Wo, Wy, F,...,R, U,V}, we could decide if it is a consequence of this 
particular system S of relations; i.e., the word problem for associative systems, 
relative to this particular system S of relations, is unsolvable by any algorithm. 
Thus, the Markov—Post theorem has been proved. 


9. By a slight modification of the proof method, we can prove some 
further results of MARKOV concerning the impossibility of some algorithms for 
associative systems. Indeed, for the word problem for associative systems, 
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relative to the system of relations in {0, x, Xo X45 Vs Vor Vay -.-yW, Wo, W.,F,..., RP}, 
formed of the simplifications of the equations £ (instead of E’) by subjoining 
the relations (14) to (23) for each pair of different variables x and y as well 
as for each functor G figuring in at least one equation of £ (instead of E’), 
a solving algorithm can be given by means of methods of the proof theory. 
On the other hand, the question of the existence of a word w formed of the 
letters of the above alphabet, for which RF“‘OW =O is a consequence of this 
system of relations, can be proved to be equivalent to the question of the 
existence of a non-negative integer solution of the equation R(k, y) =O in y. 
Hence, for this system of relations, the word problem can be solved by an 
algorithm, whereas the (left-hand side) “divisibility problem” cannot be solved 
by any algorithm. The existence of a system of relations with essentially *4 
the same property has been first proved by MArRKov. *4 

On the other hand, subjoining the relation *° 

Sx POy=x 

to the simplifications of the equations of £, with functors S and P not 
figuring *° in the equations of E, and introducing new substitutors indicating, 
for each pair of variables x and y, substitution of y for x, as well as those 
indicating, for each functor G, the substitution of G(x, y, ..., v) for x (where 
the number of variables x,y,...,v is the same as that of the arguments 
of G), we get a system of relations such that in the associative system 
generated by it every element t is a right-hand divisor of every element u 
(indeed, SuPOt — u is a consequence of that system of relations), whereas 
RF‘0 is a left-hand divisor of 0 if and only if there is a non-negative integer 
solution of the equation R(k, y)=O in y. For this system of relations, the 
word problem can again be solved by an algorithm; hence, we have a system 
of relations, for which both the word problem and the one hand divisibility 
problem can be solved by an algorithm whereas the other hand divisibility 
problem not. The existence of such a system of relations has been first proved 
also by MARKOV. °7 

To a detailed exposition of the ideas sketched in this section, I shall 
come back in another publication. 


(Received 3 April 1952) 


33 In Markov, right-hand side divisibility has been considered instead of left-hand 
side one. However, this makes no difference, for from any associative system we get 
another by reinterpreting ab as 5a and, in the latter, right-hand side divisibility means 
the same as left-hand side divisibility in the former. 

34 See loc. cit. °, theorem 2. 

35 Its intuitive meaning is x-+0.y—=x (Sxy and Pxy standing for x + y and xy, 
respectively). ; ae 

as 36 rel figuring “in the sense’ of the (two member) addition and (two factor) multipli- 
cation functor. 

37 See Joc. cit. +. 
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HOBOE JIOKA3ATEJIbCTBO TEOPEMbI MAPKOBA—POST’A 
JI. KAJIbBMAP (Cerea) 


(Pe3w Me) 


Astop 4aeT HOKOe 1OKAZaTe.AbCTBO TEOPeMbI, AOKAZSAHHOH OAHOBPEMEHHOFO H He3aBH- 
cuMo apyr oT apyra Mapkosnim H Post’om, CormacHo KOTOpOK CyLeCTByeT KOHEYHO-06paz0- 
KaHHaA aCCOWMATHBHAaA CHCTeMa, AIA KOTOPOHM mpob6nemMa TOXKAeCTBA HepaspewHMa (KOHEY- 
HbIM OOUJEPeKYPCHBHbIM) a.ropHTMOM. Hopoe foKasaTerAbCTBO HE ONMpaeTCA Ha TeEOPHtO 
4-Koupepcupyemoctn Church’a kak gokasaTeapctsa Mapkosa u Post’a. Bmecto atoro 
AOKa3aTebCTBO OCHOBaHO Ha TeOpeme Kleene, cormacHO KOTOPOH cyuecTByeT AByxTepe- 
MeHHas tpyHkunA R(x, y) 41a KOTOPOK HET TakKOrO abropuHTMa, C NOMOLWLbIO KOTOPOrO, ec.1H 
AaHO HEOTPHUATeABHOe We.10e 4HC.10 kK, MOMHO Y3HATb, Pa3speUIMMO-.1H ypaBHeHHe R(k, y)—O0 
no y B HCOTPHUATCAbHbIX WEJIbIX 4YHC.1aXx. 

OcnHosupie nen MOKAZATC-AbCTBA COCTOAT B CAeAyHOLUeM: Hannwem onpeae.AAroulyro 
cuctemy E ypapuenni dbynxkunn R B OOO3Ha4eHHH 6e3 cKOOOK JI ykKawuesBu4a. Baecte 
C ATAMH YPaBHeHHAMH PaCCMOTPHM TakKKe yPaBHeHHH 


(1) Uxy=VUxFyRxy, 
(2)” VUxFy0=0; 
(3) VUx Fy FeeeUs Fy, 


re U wv V— apa Honbix tpyHktopn n F— 3Hak nocazeqonanus, 3sHaynt Fx—x-+1. JlerKko 
BHAeTb, YTO ypaBHeHue R(k, y)==O paspewHMO B HEOTPHUATeTHBIX WEAbIX 4HC.1aX TOrIa H 
TOAbKO TOrgQa, eC1M ypabHeHHe UF*‘00—0 saBaserca creqCTBHeM BbILIeyKasaHHOH CHCTeMbI 
E’ ypaBHeHHit C MOMOLAbIO WarOR, AONYCTHMbIX MO XOAY BbINHCACHHA 3HAYeHHH o6ulepekypcnsB- 
HbIX (PYHKUHH, T.e.C MOMOULbIO 34MeH KAKOrO-1H6O NepemeHHOrO X Ha Fx nn 0 (noBTOpeHHe 
kOoTOporo AONycKaeT 3ameHy X Take Ha FO, FFO=F°0, FFFO=—F30 un 1. 3.) n c no- 
MOULbIO 3AMeLUCHHA OAHOrO 41eHa HEKOTOPOrO ypaBHeHHs ~Apyrum. Toctasum B COOTHO- 


WeHHE C KAKO NMEpeMeHHOH X,"y,..., W ABa ,CyOCTHTYTOPAa* Xo, X49 Vor Vit ince Wag Wins qaaAbue 
OAWH OOuMH ,abcopnTop* a nH OOWMpHM CHCTeMbI ypaRHeHHit E’ C ypaRHeHHamn : 
(4) x9x=0x,, WY Fare y a See 
(6) xp0==0Xxp, (7) x3 Opec 
(8) Xy=yXo, (9) x+y=yx., 
(10) xg 2X, (UI) x4g=gx,, 
(12) xja=e, (13) x»a=e 
, 
(14) e=e, 


mae e— nycroe Cr0KO, X— aoa nepemennad cburypupyroulay BE’, y— aw6aa taKaw-—xKe 
NEPEMCHHAH, | ASHALANCH OT X H Y— a06OH tyHKTOp dburypupyrouuni Bt’. Torna BMeCTO 3aMeHa 
x Ha Fx wan 0 B HEKOTOPOM ypakHeHHH MOsKHO ee YMHOKUTh Ha Xo COOTBETCTREHHO X4 CreRa 
M Ha dC Mpaba WH MOCaIe STOrO NpHMeHHTh ypaBHeHHs (4), (6), (8), (10), (12) cooTReTcTREHHO 
(5), (7), (9), (11), (13). Ua atoro cleayetT, 4TO NpOOneMa TOK AECTRA ACCOLMATHBHOH CHCTEMBI, 
OOpasoKaHnHou HaA adawntom 10, x, Xo, X4, Ys You Vos «coy W, Woi We, a, F,...,R, U, V} (rae F, 2.43 
R, U, V— chynkropbi curypupyroume B E’) ¢ NOMOUAbIO ypasHennit E’ 1 yparnennit (4)—(14) 
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HepaspeuimmMa Bb aaropuTMax. B camMOM sere, B NPOTHBHOM Cayyae cyuecTROKAaT 6bI an- 
FOPHTM NOCHeACTKOM KOTOPOrO AW KaK_OrTO K MOKHO ObINO OBI y3HaTb, ClenyeT-1H COOT- 
Howenne UF,.00=0 u3 BbieynoMaAHyTHIX O6pasyrouHXx ypapuennn, 

Metog c rterkumMu MOAHHKAUHAMH MODKET ObITb MpPHMeHeH [IA AOKasaTeNbCTBa TeO- 
pemps Mapkona, coraacno KoTopoii CyYULeCTBYe€T KOHE4YHO-OO6pas0ORaHHaW aCCOWMATHB- 
Haw CHCTeMa, NpoOnema TO eCTRAa KOTOPOH paspeulMMa, HO OfHa H3 OAMHOCTOPOHHHX Mpo- 
6aeM AeEAMMOCTH HepaspewMMa C NOMOULbIO anropHTMa. Io cyulecTBy TOT *Ke MeTOM AaeT 
AOKAasaTe.AbCTBO CreAyrouleH TeOpembl MapkKOBAa: CyuleCTByeT KOHEYHO-OOpazOBaHHas CHC- 
TeMa C PasPeWIHMOK C NOMOMIbIO aIrOpHTMa NPOGAeMOH TORAeCTRA H OHO M3 OMHOCTO- 
POHHHX NpoO6.1eM AeIMMOCTH HO C HEpaspewIMMON ApPyroH NpoGreMO AeaMMOCTH. 
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SUR L’ORDRE DE GRANDEUR DE L’APPROXIMATION D’UNE 
FONCTION PERIODIQUE PAR LES SOMMES DE FEJER 


Par 
GEORGES ALEXITS (Budapest), membre de |’Académie 


1. Introduction 


Soit E un espace métrique de fonctions périodiques définies dans l’inter- 
valle 0 = x = 22. Désignons par o;(f,¢) la distance des points f(x) et p(x) 
d’un espace fonctionnel E contenant les polynomes trigonométriques. Pour 
représenter les fonctions plus ou moins compliquées par des fonctions élémen- 
taires, accessibles 4 une recherche directe, on peut se demander, quelle est 
la grandeur de la distance oz(f, Tx) oll T,(x) est un polynome trigonometrique 
d’ordre n. Inversement, on peut se demander, quelles sont les propriétés 
différentielles de f(x) qu’on peut garantir par la connaissance de l’ordre de 
grandeur des distances 0;:(f, 7») pour une suite {7,(x)} de polynomes trigono- 
métriques. Le premier de ces problémes remonte en essence jusqu’a TCHEBYCHEV, 
tandis que le deuxiéme a été posé et en grande partie résolu par SERGE BERN- 
STEIN. L’ensemble des théorémes concernant ces deux questions constitue une 
théorie bien large qui fait partie de l’ainsi dite théorie constructive des fonctions. 

Désignons par 9,(x) la n-iéme somme de FEJER de la série de Fourier 


(1) flay ~ 4 +S (axcos nx +b, sin nx) 

et par @, (x) les sommes de FEJER de la série conjuguée 

(2) F(x) ~ c+ > (On cos nx —a, sin nx) 
=a} 


ou. la fonction conjuguée f(x) est univoquement déterminée, 4 une constante 
prés, par la fonction f(x). Le fait que la fonction f(x) satisfait 4 une con- 
dition de Lipschitz d’ordre «, c’est a dire que 

|f(x+6)—f(x)| = Ko (0<a=1), 


sera désigné par f€ Py «. Si l’on a 


ioe —f(x)|? dx 7 <K6" O<«<lpe=n, 


nous écrirons f€ Lip (@, p). Les théorémes suivants sont connus: 
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I. La condition nécessaire et suffisante pour que f€Lipa est que, dans 
l’espace C des fonctions périodiques continues, on ait 


7: 
ect 0.) = O(a} 
pourvu que O0<a< 1. Si a=1, on mobtient que 


ect») = o( 984) 


n 


L’existence d’une suite {T,(x)} telle que 


eel, 7.) = 0(+] 


n 


permet seulement a conclure que le module de continuité de la fonction f(x) 
est de la grandeur 4 log 1/d. 


Il. La condition nécessaire et suffisante pour que f€ Lip (a, p) est l’exis- 
tence dune suite {T,(x)} de polynomes trigonométriques, T,(x) ayant l’ordre n, 
tels que l’on ait 


o1?(f, Tx) =O (;-] 


n* 
pourvu que 0<a@< 1. Quant au cas 
ew, 7) [4], 


on nen peut conclure qu’d ce que 


> = O(x log 1/x). 


| e+ 6)—f(xyPax 
»~ Q 
Le théoréme | est df a S. BERNSTEIN,' le théoréme II se trouve, méme 
dans une forme plus générale, dans le livre d’ACHYESER.? 
li y a une douzaine d’années que j'ai démontré® le théoréme suivant: 


Ill. Pour les éléments f de lespace C, la relation 


ec(7. 3) = o[ +] 


n 
est nécessaire et suffisante pour que f€Lip 1. 


1S. Bernstein, Sur ordre de la meilleure approximation des fonctions continues par 
des polynomes de degré donné, Mémoires Acad. Belgique (2), 4 (1912), p. 1—104. 


sa H. H. Axuezep, Jlexuwn no Teopan annpoxcumaunn (Mockea—Jlennurpag, 1947), 
p- 


3 G. Atexits, A Fourier-sor Cesaro-kézepeivel valé approximacié nagysa 
; grendjérdi, 
Mat. Fiz. Lapok, 48 (1941), p. 410—421 (hongrois) et p. 421—422 (francais). 
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Ce théoreme est un complément du théoréme I dans le cas critique 
«= 1. En suite, Beta Sz.-NAGy‘ a déterminé aussi la fonction f(x) pour 


laquelle la distance oc(f,o,) est maximale. Ces résultats, parus d’abord seule- 
ment en hongrois, sont restés tout a fait inapergus pendant la guerre. Une 
partie du théoréme III, notamment la nécessité de la condition, a été 
découverte, dans le cadre de recherches générales, aussi par S. M. NIKOLSKyY ® 
et ZYGMUND.® C’est aprés la guerre que M. ZAMANSKY‘ a recommencé la 
recherche de ce probléme; ses résultats et ses méthodes de démonstration 
ont plusieurs points de contact avec les miennes. 

La méthode que j’ai employé dans la démonstration, est applicable non 
seulement a la question de l’approximation dans l’espace C, mais aussi aux 
problémes d’approximation dans l’espace L°(p=1), ce qui nous permet de 
démontrer des: compléments analogues du théoréme II, comme le théoréme 
Ill est, dans le cas critique f€Lip 1, un complément du théoréme I. Parmi 
les résultats obtenus, le cas de l’approximation dans l’espace L = L parait 
avoir un intérét spécial. C’est que dans ce cas il s’agit de l’approximation 
des fonctions a variation bornée; classe de fonctions dont l’approximation — 
tant que je sais — n’était que trés peu recherchée de ce point de vue malgre 
la grande importance de cette classe. Le résultat que nous obtiendrons est 
le suivant:® 


Pour que la fonction f(x)€L soit a variation bornée, il faut et il suffit 
que lon ait 


olf) —0(-). 


4 B. Sz.-Nay, Fiiggvények megkézelitése Fourier-soruk szamtani kézepeivel, Mat. 
Fiz. Lapok, 49 (1942), p. 123—138 (hongrois) et p. 138 (allemand). Approximation der 
‘Funktionen durch die arithmetischen Mittel ihrer Fourierschen Reihen, Acta Sci. Math. 
Szeged, 11 (1946 —1948), p. 71—84. 

5 C. M.Hukoapckui, MpH6nmxenne nepwoguueckux pyHKUKH TPpHrOHOMeTPH4eCKKMH 
mHorounenamn, Tpyau Matem. Wucr. um. B. A. Crexaosa, 15 (1945), p. 1—58 

6 A, Zyamunp, On the degree of approximation of functions by Fejér means, Bulletin 
American Math. Soc., 51 (1945), p. 274—278. 

7 M. Zamansky, Sur l’approximation des fonctions continues périodiques, I. C. R. Acad. 
Sci. Paris, 227 (1948), p. 1011—1013; Il. Ibid., 228 (1949), p. 460—461. Classes de satura- 
tion de certains procédés d’approximation des séries de Fourier des fonctions continues 
et applications 4 quelques problemes d’approximation, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., (3); 
66 (1949), p. 19—93. Sur la sommation des séries de Fourier, C. R. Acad. Sci. Paris, 
231 (1950), p. 1118—1120. 

8 Puisque deux fonctions ne différant qu’en un ensemble de mesure nulle engendrent 
la méme série de Fourier, nous identifions toutes ces fonctions équivalentes. Nous démon- 
trerons donc, a vrai dire, seulement que la fonction f(x) ne différe qu’en un ensemble de 
mesure nulle d’une fonction a variation bornée. Or si f(x) est continue, elle est univo- 


quement déterminée par cette propriété. 
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Il est remarquable que la fonction conjugée f(x) n’est pas, en général, 
a variation bornée et les sommes de Fejér o,(x) peuvent diverger en certains 


points. L’approximation de f(x) par o,(x) dans l’espace M des fonctions 
bornées est donc inutile. Ainsi par exemple les sommes de FEJER de la série 


S008 Ae ee atin 

Pe 7 4 log 4 sin 9 
ne convergent pas au point x= 0, bien que c’est la série conjuguée du 
développement 


~w sinnx ph Mat 
n=l n 2 
On voit de ces recherches que la fonction conjuguée F(x) et les moyennes. 
de FEJER G,(x) jouent un rdle important dans la théorie de |’approximation 
des fonctions satisfaisant 4 une condition de Lipschitz proprement dite ou 
bien généralisée. Or ce réle n’est pas du tout formel et n’est pas borné 
seulement a la condition de Lipschitz d’ordre 1. Au contraire, en désignant 
par L’ l’espace C et par Lip(e@, «) la condition Lipe, on obtient un résultat 
(théoréme 3) qui contient l’essentiel de tous les théorémes concernant l’approxi- 
mation des fonctions satisfaisantes 4 une condition de Lipschitz quelconque- 
La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f€L” satisfasse 
a la condition Lip(a, p), les valeurs p= 1 et p= -~ y comprises, est que 


ae ] 
010(Fs 0x) ~ O(a 


2. Deux lemmes sur la sommation des séries de fonctions 


Soit E un espace vectoriel métrique complet de fonctions définies sur 
un ensemble quelconque. Les points g(x) de E sont donc considérés comme 
des vecteurs dont les longueurs seront désignées par |¢||; la distance ox(f, ¢) 
des points f(x) et g(x) est alors ||f—q|]. Désignons par S*(x) la n-iéme 
moyenne arithmétique de la série 

$1 (xX) + y2(x) + ie + @, (x) + = 
et par S,(x) la n-igme moyenne de la série 


$2 (Xx) Gn(x) 
Gi (xX) + Rhy ie Se ny tecmne ore 


ou les fonctions ,(x), g(x), ..., S#(x) et S,(x) appartiennent a l’espace E. 

LEMME 1. S’il existe une constante K telle-que |Sn || = K pour n or 2,48 
alors la suite {S,} converge selon la métrique de E vers un poit SCE et 
3K 


e7(S, S,) < Tale 
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En effet, puisque 


dS» #(X) 
Se 4 = 
(x)= 1(x) = vt) be 
nous obtenons par une transformation d’Abel 
een. t '| 
en Si Sx) = | SS S.S : > pr | 
How 2 ( TE oat EY CECE) I; 2m + 
™m U | U 
—y 0 | N te 
S20 ce 


* Gn+ 1)(m+ 2) * (nH1)(n-+2) 


D’aprés l’hypothése on a 


v ] 

>. 

sae | 

PET ISX 
par conséquent 

m-1 ~ 
2K K K 3K Kk 
(Sn, Se = 3 

On( ? )S 2 sry t m-+ 2 i n+2 Sas n+l al m+2 


La distance or(S,,, S,) devient donc pour tout m=n-+2 aussi petite que 
Yon veut pourvu que n soit assez grand. Il en résulte, l’espace E étant 
complet, l’existence d’un point SEE tel que 


or(S, Sn) = lim OF (Sin ’ S,). 


On obtient donc de l’inégalité précédente: 


3K 
on(S, S;) aS Cte. ? Cc. .q. f. d. 
LEMME 2. S’il existe une constante K telle que 
K 
or(S, Sn) < n a 1 , 


alors ||S*\|< 4K. 
Désignons par S,(x) la n-iéme thoyenne (C,2) de la série ¢,(x)+ 


a) +.... En posant S,(x)=0, on peut écrire 


S ("i }s@ 


Su(X) = 7 ° te 


3 Acta Mathematica 
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par conséquent 


cy Sl iso SUE ger 
=e ea epee pitti 
n n 


KUED. Boek. 
fae n-2* 
n 


Vu que Sx = (n+ 2)(S,—S,), il s’ensuit 


f 


f : K 2K 
<(0+2)(\IS—Su|+S—S.l) 2 (04.2) A 


EN i UOT. =4kK,c.q.f.d. 


Sa 


3. Ordre de grandeur de l’approximation par les sommes 
de Fejér de la série conjuguée 


Les deux lemmes démontrés au paragraphe précédent contiennent 
l’essentiel de l’approximation des fonctions satisfaisantes a la condition Lip 1 
ou Lip(1, p). 

THEOREME 1. La condition nécessaire et suffisante pour que féLip 1, ou 
feLip(l,p) (p> 1), est que l'on ait, selon le cas, 


(3) eclf, 7) = o[-] ou eu fan)—= O[ = 


En effet, si f€ Lip 1, la dérivée f’(x) existe presque partout et appartient 
a l’espace M. Si fe Lip (1, p), la fonction f(x) est, d’aprés un théoreéme de HarDy 
et LITTLEWOOD,” équivalente 4 une fonction g(x) qui est l’intégrale indéfinie de 
sa dérivée g’(x) appartenant 4 l'espace L’. Dans tous les deux cas on a donc 


f(x) ~ > k(b, cos kx—ay sin kx) ~ g' (x). 
resil 


Si f’€M, les valeurs absolues des sommes de FEJER S3(x) de cette série ne 


Surpassent pas la valeur K = Max |f’(x)|. En posant done || Sn (x) |] = Max |S3(x)J, 
on obtient d’aprés le lemme 1: 


ay ae 3K 
[7 (x) — 4, (x) | Seppe 1 . 
ce qui equivaut a (3) dans l’espace C. — Si g’eLl’, on a 


2a 
IStl=} J |St@Pdx!? sk; 
a) 


® G. H. Harpy—J. E. LittLewoop, Some Properties of fractional integrals, I. Math. 
Zeitschrift; 27 (1928), p. 565—603, — 


0 Voir A. Zyamuxp, Trigonometrical series (Warszawa Lwow, 1935), p. 84. 
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il s’ensuit donc, f(x) étant équivalent a g(x) et par conséquent F(x) a 2(x), 
d’aprés le lemme 1: 
20 


. 1 
) | Fea)? ax ‘ st 
ia) 
ce qui équivaut a (3) dans l’espace L”. 

Admettons, inversement, que la condition (3) est satisfaite. Il en résulte 
dans l’espace C, en vertu du lemme 2, l’existence d’une constante K telle que 
(4) I| S|] == Max | Si(x)| = 4K. 

On obtient de la méme maniére dans |l’espace L”: 


1 


(5) | || Si@p Pax}? <4K. 
La relation (4) est la condition suffisante pour que la série 
7 (6) > k(b; cos kx —a, sin kx) 
k=1 


soit le développement d’une fonction bornée. Par conséquent, la fonction 
f(x) figurant dans la relation (1) appartient a la classe Lip 1. — La relation 
(5) entraine 4 que (6) soit le développement d’une fonction appartenant a 
-Vespace L*; la fonction f(x) est par conséquent équivalente a |’intégrale 
indéfinie d’une fonction appartenant a l’espace L”, ce qui implique, d’aprés 
le théoréme cité de HARDY et LiITTLEwoop, fé€Lip(1; p). Notre théoréme est 
‘donc entiérement démontré. 

THEOREME 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction 
F(X)EL soit équivalente a une fonction a variation bornée, est que 

z~ 1 

7) on(h %) — O| =]. 

Si f(x) est équivalente 4 une fonction a variation bornée, les sommes 
de FEJER de la série (6) possédent la propriété’? 


on 
A 


|Sn(x)| dx = K. 


r 


(8) [| Saif 


0 
It s’ensuit donc d’aprés le lemme 1: 
a rah e 4 ' 
(9) [iFeo—teiax= 0[ 4), 
La condition (7) de notre théoreme -est donc nécessaire.. — Elle est aussi 
suffisante, parce qu’elle équivaut a (9), ce qui entraine, d’aprés le lemme 2, 


11 Loc. cit. 12, p. 84. 
13 (Loc, cit. 22, p..79. 
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Vinégalité (8); or (8) équivaut ? a la condition que (1) soit le développement 
d’une fonction f(x) équivalente a une fonction a variation bornée. 

Remarque. Le théoreme 2 est un élargissement du théoreme 1 au 
cas p= 1. En effet, d’aprés le théeoreme cité de HARDY et LITTLEWOOD, la 
propriété que f(x) soit équivalente a une fonction a variation poree équi- 
vaut a la propriété fe Lip(1,1). En désignant done par L l’espace C 
et par Lip(1, c) la condition Lip 1, on peut unifier les théoremes 1 et 2 
dans la proposition suivante: La condition nécessaire ct suffisante pour que 
la fonction f(x)€L* ot 1 <p<-o appartienne a Lip(1,p) est que 


our (f, i.) = O[—}. 


Mais cette proposition se laisse encore élargir de fagon qu’elle contienne 
aussi les théorémes I et II. C’est que la fonction conjuguée d’une fonction 
f¢éLipe ou fé Lip(e, p) satisfait pour 0 << a@<1 a la méme condition.'"4 On 
peut donc remplacer dans les théorémes I et II les différences f(x)—o,(x), 


respectivement f(x)—T7,(x) par les différences conjuguées f(x)—4,(x), 


respectivement f(x)—7,(x). Aprés cela, toutes les propositions se rapportent 
4 approximation par les sommes de FEJER de la série conjuguée. Nous 
pouvons alors énoncer le théoréme suivant qui unifie tous les autres: 


THEOREME 3. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction 
f(x) €L" appartienne @ Lip («,p) est, pour tout0<a<1 eis psx ~, 


ais 
oF, wn) = O(5 : 


3. L’ordre de grandeur de l’approximation par les suites partielles 
de la série de Fourier et de sa série conjuguée 


Le théoréme II a été énoncé sous une forme plus générale que celle 
que nous avons donnée a l'introduction: au lieu de f€Lip(a, p) on aurait 
pu exiger que la r-iéme dérivée f(x) de f(x) satisfasse a la condition 


f° €Lip(«, p); Vordre de grandeur o(-] est alors 4 remplacer par o|—r. 
Or cette forme du théoréme II ne se laisse pas étendre a V' approximation par 


les sommes de Fejér. Envisageons, en effet, les fonctions conjuguées 
T(x) = cosx et i= sin x. Les sommes de FEJER sont 

on(x) —=(1— 
n+1 


5 


sin x, 


“ae 1 
COS Xx, On(X —| 1— 
(x) ett 
43 Loc. cit. 1, p. 79. 
14 Loc. cit. 2, p. 225 et 230. 
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donc 


COs x S 

JO—a@)—= PO» F@)—a@)— 30%; 
c’est a dire que l’ordre de oh eit de l’approximation atteint en tout espace 
L" — les valeurs p= 1 et © y comprises — les valeurs 


wiedo[!} antiyol 


et cet ordre de grandeur ne se laisse pas améliorer, bien que toutes 
les dérivées des fonctions cos x et sinx existent et appartiennent a toutes les 
classes Lip(a,p). On voit donc que le théoréme 3 ne donne non plus lieu 


a une amélioration de l’ordre de grandeur o( =}. Or la situation est tout 


autre lorsque l’approximation est effectuée par les sommes partielles de la 
série de Fourier ou celles de la série conjuguée. Pour la rechercher, nous 
démontrons d'abord le lemme suivant: 


LEMME 3. Si l'on a, dans un espace vectoriel métrique complet E, pour 
tout m=n+2, 


= O0(,) 


9 (X) 
kh=n4+1 

ou O<4, et 4,=0(n), alors peas: converge selon la métrique de E 
vers un élément s(x)€E et, en posant s,(x) = > ua *) , on a 


ons, ss) = 0 E-). 


_ On obtient, en effet, par une a ase d’Abel 


| > xe Le Lan] _ 


, m-1 
Ap kent lh 
Ox (Sm; Sx) = r=n+1 ee SA etl) 
: (4 
= On) 2 oF) a yk of :|— nyt 


D’aprés l’hypothése 4,= o(n),; par conséquent Ox(Sm, Sn) = 0(1) pour tout 
n= nye, il existe donc dans l’espace complet E un point s(x) tel que 


04(S, Sn) = = lim 1 on (Sm, Sn)i 


il s’ensuit alors de l’inégalité Weadente 


01(S, Sn) = O & ; c. q. f. d. 
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Désignons maitenant par s,(x) la n-iéme somme partielle de la série de: 


Fourier (1) et par S,(x) celle de la série conjuguée (2); f(x) est la r-igme | 
dérivée de la fonction f(x) et nous posons f°") = F(x). Les sommes parti- 
elles de la série de Fourier de f(x) seront désignées par s,(x), celles de: 


sa série conjuguée par s* (x). | 
THEOREME 4. Pour tout f€L” oi p>1, une condition nécessaire et’ 
suffisante pour que f € Lip (1, p), est que 


ar n—o[--), oF 5)~0(hr]. 


n't 

Si f €Lip(1,p), alors f(x) est équivalent 4 une fonction g(x) dont 
la dérivée g’(x) existe presque partout et appartient 4 l’espace L” (théoréme 
cité de Harpy et LiTTLEwoop). Les fonctions f(x) et g(x) ne différant qu’en 
un ensemble de mesure nulle, leur séries de Fourier sont identiques et, puisque 
g(x) est absolument continue, la série de Fourier de g’(x) est la dérivée 
formelle de la série de Fourier de f(x). C’est a dire que la n-iéme somme 
partielle de la série de Fourier de g’(x) est s™*!(x) ou s'*1(x) selon le cas que 
r est pair ou impair. Or g’ € L? entraine les relations ! 


~ys] 


01°(8', Sm )=-0(1), — 940(8", Sn!) = 0(1). 
Il s’ensuit d’aprés le lemme 3: 


wi u Flr) ~r ‘1 
one (fi sole, ou 7,3) = 0+]. 


En répétant r-fois cette application du lemme 3, on obtient la proposition de 
notre théoréme. 


4. Approximation a l’exception d’un ensemble de mesure nulle 


Si on ne cherche pas a obtenir des conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu’une fonction appartienne a une certaine classe, on peut rechercher 
point par point l’ordre de grandeur de l’approximation. On pourrait caractériser 
de cette fagon la rapidité de la convergence sous des conditions données. 
Désignons a ce but par O.(4,). et 02(4,) le fait que approximation au point 
x est de l’ordre O(A,) ou o0(A,). On voit immédiatement que les lemmes 1 et 
3 conservent leur validité, si l’on y remplace |’approximation dans un espace 
vectoriel par l’approximation en ‘un point, en remplacant aussi le symbole 
O par O;. En conservant donc les notations de ces lemmes, on peut énoncer le 


2009 


= O;(4,) (m > n-+-2) subsistent pour un point x, les suites {S,(x)}, respective- 


= 


LEMME 4. Si les relations | Sx(x)| = O,(1), respectivement 


15 M. Riesz, Sur les fonctions conjuguées, Math. Zeitschrift, 27 (1927), p. 218—244. 
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ment (S,(x)} convergent vers des valeurs S (x), respectivement s(x), et la 
_fapidite de leur convergence peut étre mesurée par 


l 
iSe)—s.(| = 0,4). Is) —s09| =0.(4). 
On en tire aisément des conséquences concernant l’ordre de grandeur 
de l’approximation par les sommes de FEJER. 


THEOREME 5. Si f€ Lip (1, p) — la valeur p= 1 y comprise — on a pres- 
gue partout 
I ~ a 
Ye—a|—=O.(],  7e)—%9/=0,(4]. 


n - 


En effet, si p > 1, les dérivées formelles o,(x) et 0.,(x) sont les sommes 
de FEJER des dérivées g’(x) et g(x) existant presque partout et, comme nous 


avons déja observé, appartenant a la classe L”. Les suites {a/(x)! et 16,(x)} 
convergent donc presque partout, ce qui entraine presque partout |o,(x)| = 
= O,(1) et |o{(x)| = O.(1). La proposition de notre théoréme s’ensuit donc 
du lemme 4. — Si p=1, la fonction f(x) est, comme nous avons déja 
remarqué, équivalente 4 une fonction a variation bornée; 0,(x) est donc la 
n-iéme somme de FEJER de la dérivée formelle d’une série de Fourier d’une 
fonction a variation bornée. Par conséquent, la suite 1a, (x)} ainsi que la 
suite conjuguée {c,(x)} converge presque partout.'® II s’ensuit }o,(x)| = O,(1) 
et \a,(x)| = O.(1) presque partout, la proposition de notre théoréme résulte 


donc dans ce cas aussi du lemme 4. 
En ce qui concerne la rapidité de la convergence des suites partielles 


paix) et S,(x), on peut démontrer le 
THEOREME 6. Si f(x) est @ variation bornée, on a presque partout 
logn > moe logn 
[Ax —s2)| = 0-28"), Foxy S09) = 04| SBF. 

En effet, on sait que s’‘'(x) =o,(logn) et sr‘'(x) = o2(log a) presque 
partout.17 On peut donc prendre 4,—o(logn) et la proposition résulte 
immédiatement par l’application r-fois répétée du lemme 4. 

Ce théoréme montre, en posant r= 0, que le critére de convergence de 
DiRICHLET—JORDAN est trés faible, car il rend, sauf un ensemble de mesure 
nulle, beaucoup plus qu’il ne faudrait. Or, en admettant que la fonction f(x), 
au lieu d’étre a variation bornée — ce qui équivaut Adio Lip (1, 1) — 
appartienne a la classe Lip(1, 2), le théoréme 6 se laisse encore considé- 


rablement améliorer: 


1 Laci cite!, p59. 
iroGecit, 2°, p;. 32. 
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THEOREME 7. Si f € Lip(1, 2), on a presque partout 


2) —s5(2)| = 04( HE" }, 


nt! 


Vlog an 
IF) —5.(2)| = 0.[ 78 I. 
En effet, dans ce cas, f(/*” €L’ et f°*” EL’, les suites partielles s,*'(x) et 
+(x) de leur séries de Fourier ont donc presque partout l’ordre de grandeur '8 
0x(//logn). En prenant 4, = o(| logn) notre proposition résulte par |’applica- 
tion r-fois répétée du lemme 4. 


(Regu le 18 avril 1952.) 


18 A. Ko_mocororr —G. Seviverstorr, Sur la convergence des séries de Fourier» 
C. R. Acad. Sci. Paris, 178 (1925). p 303—305. A. PLessner, Uber Konvergenz von trigono- 
metrischen Reihen, Journ. f. reine u. angew. Math., 155 (1925), p. 15—235. 
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O NOPAKE BEJIMYMHbI ANMPOKCAMALIMM MEPHOAMYECKUX 
®YHKUMA bEMEPOBCKUMM CPEJHUMM 


Pr. ANEKCHY (Bynanewr) 


(Pe 31 me) 


Nycte f(x) dbyHkuna nepnoga 27. OGosnaunm uepes o,(x) n-oe @Mevieposckoe cpepHee 
paga Dypre tpynKunn f(x). Ecan 8 MeTpH4ecKOM qyHKitHOHaNBHOM npoctpauctre E 060- 
S3Ha4NTb 4epes e,(f, y) paccTonHHe anemenTOB f €E u y CE, TO OAHOM M3 OCHOBHEIX TeO- 
pem C. H. BepuumtTewa MOxKHO AaTb .Cnenyroulyt0 cbopmynuposky: B Cayyae OCa<] 
HEOOXOAHMBIM H DOCTATOYHIM YCAOBHEM AIA TOrO 4TOGHI GENO f€ Lip 1, annnetcn 


oe(f, 7.) =0 Fe 


Tae C ecTb npocTpaHcTso HenpepbIBHEIX (pyHKUMH NepHopa 27; HENb3H OAHAKO aTy TeOpemy 
PacnpoctpaHHTb Ha Ciy4aH @=1: B 3TOM Cay4ae AAA anMpoKCHMauMN C o,(xX) HMeeT CHAY 
Gonee caa6aa ouenka. Axnesep jan Cnenyrousee O606ueHHe |BTOrO pesyrbTaTa Ha Npo- 
<Tpancteo L?: ecnan 0< a <1 up> 1, TO AAA Toro 4TOGbI r-ad NPOnsBOANAN f(x) NpHHanEKana 
Kaaccy Lip (a, p), HeOGXOAMMO M AOCTATOYHO, 4TOObI AIA BCAKOTO N CyUeCTBOBaN TPHrOHO- 
MeTpHYecKHH MHOrOWIeH 7,(x) NOopaA_Ka N, YAOBNETBOPAIOWIMH COOTHOWIEHHIO 


¥ 
ef, T,) =O Fes 


n 
Ha Cay4aH @ =—.1 AOCTaTOYHOCTb YCAOBMA Heb3x pacnpoctpanntb. Ecan Bmecto f(x) Hu o,(x) 


PaccMaTpPHBaIoTCA CONPAKEHHbIC BEMHYHHbI F(x) Hi @,,(x), TO Teopemy BepHwTenHa MOKHO 
PacnpocrpaHuTb Ha KPHTHYeCKHK CnHyyan a1 CnenyrouMmM O6pazom: f €Lip1 torpa u 
TONbKO TOra, ECAH 
@.G,¢)=0 (=| 
n, 

Dror pesynbtat Opin nonyuen B 1941 r. Anexcu4ueM, aB 1942r. Bena C.-Hajb fan emy 
anbHewwee passutTue. Bnonwe HesaBHCHMO OT 3TOrO MOAOGHBIE pesyAbTaTH! GObinM NOsy- 
4YeHBI BO BpemA BOKHHEI HHKOABCKHM H SHFMYHJOM, B MOCTeBOeEHHOe KE BPeEMA 
BSamaucCkKHH B paAfe paboT ONATb TPaKTOBaN aTy TeMy. 

B wacroaujei pa6ore paeTca cocpeqoToueHHe BCeEX H3BECTHBIX O CHX NOP pesyibTa- 
TOB B €(MHCTBEHHYWO TeOpemy, 4 HX PacnpocTpaHenve Ha AanbHeKuMe-Cayyan. BBoaa 060~ 
sHayenua Lip (a, 00) —Lipa u L®=C, Ha OCHOBe AByX O4eHb MpOCTbIX 1eMM 06 OOUIHX 
‘yHKUHOHATbHBIX PAMaX OKASbIBAeM CIefyHOllyio TeOpemy: 

Ecaun f€L”, to ana toro uT06bi 6pino f € Lip(a,p) HeoOxoguMbIM H JOCTATOUHbIM 
SABNACTCA YCOBHE 


102-02 


CO BKIIO4eHHeEM MH CnyyaeB a=1, p=1 UH poco, 

Econ a<1 un poe, TO BBHAyY HaBecTHOK Teopempl []puBarOBa, CrepyeT 
Teopema BepunwtTevua, a econ @<1 un 1<p<oo TO nonyyaetca ynomanyTan 
teopema Axneszepa (r=0); B cnyyae Ke a=1 H Pp=oco Mbl mpufem K yYMOMAHYTOK 
teopeme Anexkcn4ua—HukoapcKkoro—surmy Ha. Oco6nii MHTepec npeacTapaer 
cayyaii B KOTOPOM a1 nu p=1, Tak Kak Ha OCHOBe ODHOK HB TEOPeM Xapau—JIurTt ab- 
By a yTBepxKyeHHe Hawei TeOpeMbI B ATOM CAyYae MOKET COPMyNHPOBATBCA M CTeAY- 
FOULMM O6pa3zom: 
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@ynxuna fE€L tora w TOAbKO TOrMa SKBHBANeHTHA (PyHKUHH C OrpaHH4eHHbIM 
H3MCHEHHEM, CCH 


0 hey=0(-). 


B ynomavyTow Teopeme Axuneszepa B cayyae r>1 Herb3H NMCATh O,(x) BMeCTO 
T,(x) (apumep Ha npoTHBONOsOx%KHOe f(x) cos x). Ecan ognako yepes s,(x) 0603Ha4aTb 
n-ytO “acTHy!O CyMMy psa Pyppe zn f(x), a yepes S,(X) COOTBETCTBYHOLLYIO CyMMY CONPS- 
*KEHHOrO pAa, TO MpHMeHAA OMHy Teopemy M. Pucca MbI MOAyYHM Cnepyrolllyo TeOpemMy: 
B cnyyae 1 < p<oco HeOOXOAMMbIM H LOCTATOYHBIM 1.18 TOrO, YTOOn! Ob110 f € Lip (1, p), 


ABIACTCH ycnOBHe 
ha! ~ jee! 
eh, s,) =a O Fa H oh, Ss) a O ai > 


Haw MeTOA feaeT BOSMOXKHbIM HCCIEMOBAHHE CKOPOCTH CXOQHMOCTH psfa DPypbe 
H CONPAKEHHOrO Pa B OTACAbHBIX TOUKAX. MbI AOKasbinaeM, HaMpHMep, 4TO ecan f(x) 
yHKuUHA C OFPaHHYeHHbIM H3MCHEHHEM, TO 3a HCKAKOYCHHEM MHODKECTBA MEPbI HYJIb 
logn a ~ log n 

| H f(x) — s(x) | ww 0; | r+li° 

a eRe 

Cayyai r—=0 nokaspipaet, 4To KaaccuyeckHi KpuTepni cxognmocTH [Mpuxae canUI- 
KOM rpy6, Bedb NpH erO BBINOAHEHHOCTH O psige Pypbe MOXKHO CKa3aTb SHAYHTENBHO OOb- 
we, 4eM HafOOHO 210 HaWwHXx wWenel. 


F(X) — Sn(X) | = Oz 


UBER DEN ANNAHERUNGSGRAD 
DER ORTHOGONALPOLYNOMENTWICKLUNGEN 


Von 
GEORG ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie 


1. Sei w(x) = 0 eine im endlichen abgeschlossenen Intervall [a, 6] defi- 
nierte L-integrierbare Funktion. Sie bestimmt bekanntlich bis auf das Vor- 
zeichen eindeutig ein orthogonales und normiertes Polynomsystem {p,(x)!. 
Hierbei bedeutet p,(x) ein Polynom von genau n-tem Grad, welches beziiglich 
w(x) die Orthonormaleigenschaft 

6 


0 ((+y), 
frempcrnaax=} G2) 


besitzt. Ist |/ wf€L’, so laBt sich die Entwicklung 


(1) F(X) ~ CoPo(X) + 6; Pi(X) + +++ 4+ Cn Pn(X) + + 
formal bestimmen. Bezeichne s,(x) die n-te Paftialsumme der Entwicklung 
(1). Es entsteht die Frage: Wie grof ist der Annaherungsgrad 


0, (a, 6) = Max f(x) —s,(x)!, 


wenn f(x) zu einer bestimmten Funktionsklasse gehért? Die Beantwortung 
dieser Frage hat aufBer ihrem theoretischen Wert auch eine gewisse praktische 
Bedeutung, da es in der theoretischen Physik Funktionen gibt, welche eben 
durch ihre Entwicklungen in Orthogonalpolynomreihen dargestellt werden. 
Trotzdem scheint dieses Problem ganz allgemein durchaus nicht geldst zu 
sein. Im Folgenden soll gezeigt werden, dai der Annaherungsgrad 0,(a’, 0’) 
in jedem inneren Teilintervall [a’, b'] von (a, 6) fiir alle, tiberhaupt praktisch 
in Betracht kommenden Orthogonalpolynomentwicklungen im Wesen derselbe 
ist, wie der durch die Fourierentwicklung von f(x) erreichbare Annaherungsgrad. 


2. Die Abschatzung der sogenannten Lebesgueschen Funktionen des 
Orthogonalpolynomsystems {p,(x)} ergibt eine recht einfache Methode fiir die 
Abschatzung des Annaherungsgrades @,(a’, 6’). Dabei versteht man unter 


| 
= wpe (tipi (X)| dt 


Cota 
k=0 


Lax) = |W 
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die n-te Lebesguesche Funktion des Systems {p,(x)}. Da die Beziehung 


Pax) —Sa(x) = | [PaO] w(t) 2 pal) po(2) at 


fiir jedes Polynom P,(x) genau n-ten Grades gilt, folgt 
F(x) — Sn(x)| S |F(0) — Pa (X)| + | Pa(X)—Sa(X)| 


~ - | mn | 
< |f(2)—Pal2)| + ||P £0] w()| > pe Opus) | at 


W4hit man also fiir P,(x) jenes Polynom n-ten Grades, welches f(x) in [a, 6} 
am besten anndhert und ist dieser Annaherungsgrad E,(f), so gilt 


(2) ola’, BY SEA(A)[V+ Max L.(3)) 


Da E,(f) fiir viele wichtige Funktionsklassen bekannt ist, hangt das Weitere 
nur von der Abschatzung der Lebesgueschen Funktionen L,(x) ab. 


3. Gibt es zu einem inneren Teilintervall [a+h,6—h] von (a, 6) Kon- 
stanten P, und W, derart, da fiir x€ ja+ oa b— 4] die Abschdtzungen 
|P»(x)|=Pr, OS WX)SW, 
gelten, so besteht fiir n= 1n,, wo n, > cle ist, die Ungleichung 


h 
cee 


Max L,,(x) < 


ath Saxsb-h 


+2Pi,Wa+4cPh Wy log (6—a) (n+ 1), 


wo zur Abkiirzung W= JQ) dx gesetzt wurde. 


Zum Beweis bacienee wir uns eines von BELA Sz.-NAGyY? herriihrenden 
Gedankenganges;- der eine Verbesserung eines von mir zu ahnlichen Zwecken 
verwendeten Verfahrens®* ist. Teilen wir das Integrationsintervall [a, 6] in finf 
Teile: 


3 a Calli ah" ela) 


Die bekannte Christoffel—Darbouxsche Formel lautet : 


& p(t) = 2 a ii(t)p ( Pte (t)p +1 ( Le 
1B. Sz.-Nacy, Uber die Konvergenz von Reihen orthogonaler Polynome, Math. 
Nachrichten, 4 (1951), S. 50—55. 


° G. Acexits, Sur la convergence des séries de polynomes orthogonaux, Commentarii 
Math. Helvetici, 16 (1944), S. 200—208. 
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wo a, den (positiven) Koeffizienten von x* in p,(x) bedeutet. Wegen 


b b 
| WalZ) Deii(X)Pal(X) 2X dx == | W(X) Pasi (X) (@_ Xt! +... )dx= 


n+ 


b 
Shs 2 yp ak 
Tika i W(X) Dati (Xx) dx = . 
4 


folgt aus der Buniakowski—Schwarzschen conpaki: 
b 


Ont — 
a 
also ist 
Pelt) Pate) <c eee A) PAP) 
Da x€[a+h, b—A], gilt 
att ot 
2 
2 = 
J <7 | (ipl + ipl) wi ats 
ut ro 1 att art 1 
z . ; > 
<2 (wnat mop at] +[{ wo] wereinnat| 
~ 4cP,, Vw 
me! h . 
Auf dieselbe Weise ergibt sich 
7 ao OEY Ww boBlW, 
Fiir das zweite Integral eraien wir 
& ria “al 
J <2cP.W, a = us Fag] 20 Wi log (o—a) (n+ 1) 
h 
ae rae] 


und 4hnlich folgt 


b-— 


23 
| < 2cPr W, log (6—a) (n+ 1). 


ato 


os 3{ fweoninca Jcapiey-» ieee <¢—=Max(\a}, |6)), 


= 


45 
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Fiir das dritte Integral erhalten wir endlich 


’ i 
ed. x — 
ea ee v+t 


[ SPiwAn+1) { dx=2P.W,. 
1 | , 


x=— 


w+l n+! 


Aus diesen fiinf Ungleichungen ergibt sich unmittelbar unsere Behauptung. 


4. Bezeichne nun f(x) die r-te Ableitung der Funktion f(x), wobei 
f(x) =f(x) bedeuten soll. Das Stetigkeitsmafi der Ableitung f(x) im Inter- 
vall {a, 6] bezeichnen wir mit w,(x). Das ist bekanntlich die obere Grenze 
der Differenz [f(x +t) —f'(x)| fiir alle |t]/<0, wenn x das Intervall [a, 6] 
durchlauft. Es ist bekannt,? da® fiir n>r die Abschatzung 


ete Oe | b—a ) 
r! nv "\2(n—r) 


Ef) 
gilt. Setzen wir also 
Ze ls paey ome aN e's 


so erhalten wir aus (2) den folgenden Satz: 


Ci +2PiW,, 


Gibt es Konstanten P, und W,, derart, dap in jar, ee die Ab- 


schdtzungen \p,(x)|<P,(n=0,1,---) und w(x)< Wh gelten, und existiert 
f(x) in (a, 6) iiberall, so lépt sich der Anndherungsgrad fiir n > Max (nx, r+ 1) 
im Intervall [a+h,b—h] wie folgt abschdatzen : 
b—a b—a 
Ww, W, 
on(a +h, b—h) < 4cPi, W, log (b—a) (n+ » lee) +C,Kr » teen) 


3. Aus diesem Satz lassen sich leicht Annaherungssatze fiir Funktionen, 
deren Ableitungen einer Lipschitzbedingung oder einer anderen der ublichen 
‘Bedingungen entsprechen, eventuell auch mit etwas besseren Konstanten her- 
leiten, worauf wir aber nicht eingehen wollen. Wir begniigen uns mit der 
Bemerkung, da der Annaherungsgrad auch in diesen Fallen fiir die wichtig- 
sten in Betracht kommenden Orthogonalpolynomreihen, wie z. B. die nach 
den klassischen Jacobischen Polynomen fortschreitenden Entwicklungen, mit 
explizite bestimmten Konstanten aus unserem Satz ohne Weiteres herauslesbar 
ist. In den Anwendungen spielt aber oft eher die mittlere Abweichung der 
Partialsumme s,(x) von f(x), also der quadratische Annaherungsgrad 


on =| J[F)—sa()F w(x) dx |", 


= 3M. TM. Hatancon, Konctpyktunnan Teopus dbyHKunit (Mockrna—Jlennurpaa, 1949), 
. 164. 
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eine Rolle, als der Annaherungsgrad o,(a, 6). Um @, zu bestimmen, beschran- 
ken wir uns einfachkeitshalber auf das Intervall [—1,1] und fiihren 9 = 
arc.cos x als neue Variable ein, Setzen wir dann 


a, = = J Acos 9) cosnd dd, 


so ergibt sich fiir den quadratischen Annaherungsgrad @, eine gute Abschat- 
zung aus dem folgenden Lemma:* /st im Intervall [—1,1] fast iiberall 
w(x) < W | 1—x’, so gilt 


aW &., 
(3) 0, < | F Sai . 
Setzen wir nun voraus, es sei a | 
Max |f©?(x)| <M ‘a be eee 
—SlSrs1 
Nach Einfiihrung von #=arc cos x ergibt sich 
ee i Bee 9 
dv ~~ d(cos 9) ayotg 
Pica wait Tih 7 df 
—- = + sin’ } ——,-__ cos ¥, 
d}# = d(cos +) ae d(cos 4) 


v d 
usw. Wegen mac Bees f(x) folgt also nach unserer Annahme: ay <M, 


d(cos #) 
| . 
as | < 2M, usw. um| £1 fiir ein beliebiges r abzuschatzen, nehmen wir an, 
— , av 


=a 


av| = 
dap / fiir » <r—1 hochstens aus 3” ' Gliedern besteht und jedes Glied von 
ay , — ) “ : 


der Form 
a; feat ff sin’ 3 cos! 
d(cos #)’ , 
mit |a;| <(7—1)! und j, k,/<» ist. Diese Annahme trifft fiir »1 zu, weiter 


: sos Fi 
schlieBen wir durch Induktion. Fir vr besteht dann 79° aus hdchstens 


3 Gliedern, welche von der Form 


peut sin’ cos’ > 
_d(cos 9) 
; 2 i kung von B. Sz.-Nacy in der 
4G. Atexits, A. a. O. °, Vgl. 203. S. auch die Bemer 4 
FuBnote aah Arbeit: Sur la convergence et la sommabilité presque partout des series 
de polynomes orthogonaux, Acta Sci. Math., 12B (1950), S; 223—225. 
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sind, wo |Be)<(r—1)|@;|<(r—1)! und PK Us jtdls k+l l-+Als ae 
Damit ist der InduktionsschluB zu Ende gefiihrt, woraus 


be <(r—1)! 2M 
dat = 
folgt. Es ergibt sich somit die Abschatzung 

Qn 

: Cos —1)! 3M 
lanis | US) ikon oprgseelaal) Bedell 
ae (14! dv || sin = n 
0 


Setzen wir diesen Wert in (5) ein, so erhalten wir den folgenden Satz: 
Ist im Intervall [—1,1] fast iiberall w(x)<W/V1—x und gilt 
Max |f?(x)| <M fiir alle v=1,2,...,1r, so laBt sich der quadratische Annd- 
herungsgrad durch 
| et (r—1)! 3°M 
2 ae 


fee 


n 2 


On S 
abschatzen. 
(Eingegangen am 18. April 1952.) 


O NOPAAKE BEJIMMMHbI ATMPOKCHMALMN PAJAMU 
OPTOrOHAJIbHbIX MHOTOUWIEHOB 
lr. ANEKCHY (Bynzaneut) 
(Pe3w me) 
Nycth w(x)>0 un {p,(x)} oproronaabHad HOpMUpORaHHad CHCTeMa MHOPO4.1CHOB, 


BNOAKE ONpenencHHayd Ha KOHEYHOM HHTeppane G=xSb wecowon tbywkunen w(x). Mycth 
Vw. f€L%, 4 o603Ha4HM yepes S,(xX) M-y YaCTHYWO CyYMMY pa3.10>%KeHHA 


FAX) ~ CoPo(X) +61 Pi (X) +. «en Pn(xX)+. .. 
Kpome toro, 0603Ha4uM yepes f(x) r-y1o npouswognyto dynKunn f(x) (ff) a yepes 
(5) MOnyab HenpepbiBHOCTH NpoHsBO_HOH f(x). 
h 
3 |: w(x) < Wy, [p.(x) (SP, c nocrosunpimn Wu P,, 
TO CYUECTBYIOT TaKHE ABHO 3afabaeMble NOCTOAHHBIe Cy,, Ky, YTO JIA BCAKOFO HHMeKCa 


n= Max 


h 
Ecav B HHTepBane Ja+s, b+ 


h 
r+ | HMCCT MECTO COOTHOWEHHE 


2 
b—a )\ logn b—a 1 
Nees, FO) SO) Cy, oy [-—}. n” sy Kee Ee eee 


ON THE STABILITY OF THE INDEX 
OF UNBOUNDED LINEAR TRANSFORMATIONS 


By 
BELA SZ.-NAGY (Szeged), corresponding member of the Academy 


1. In a recent paper, KREIN and KRASNOSEL’SKIJ! have considered linear 
transformations A with domain D(A) in a Banach space E and with range 
(A) in a Banach space E’, satisfying the following conditions: 

a) A is a closed transformation and its range #(A) is a closed linear 
manifold (i. e. a subspace of FE’); 

b) The set of the elements f€ E for which Af=O (the “null-space” 
of A), is of a finite number a(A) (= 0) of dimensions; 

c) The factor subspace E’/#(A) is of a finite number @(A) (= 0) of 
dimensions. 

Condition c) is equivalent to the following: 

c*) Those continuous linear functionals in E’ which vanish on R(A) 
form a linear manifold of a finite number 6(A) of dimensions. 

The difference 

2(A) = a(A)—8(A) 
is called the index of A. 

Transformations of this type, with the additional property of boundedness, 
were studied previously by ATKINSON” who called them of generalized Fred- 
holm type (g. F.t.); let us call them likewise in the unbounded case too. 
The denomination is motivated by the fact that if A is a completely conti- 
nuous linear transformation of a Banach space E into itself, and if / is the 
identical transformation of E, then it follows from the FREDHOLM—RIEsz theory* 


that A —/—K satisfies the above conditions, moreover, »(A) —0. 


1M.T. Kpewtu—M. A. Kpacnoceapcknu, Ycrow4npocth uRgeKca HeOrpaHn- 


yenHoro onepatopa, Matem. COOpHHK, 30 (72) (1952), pp. 219—224. 
2 @.B. AtKuHCOH, HopManbHad paspewHMOCTb JHHEHHHX ypaBHeHH B HOPMHPO- 


BaHHBIX mpoctpanctsax, MatTem. COOpHHkK, 28 (70) (1951), pp. 3—14. 
3 See for instance F. Riesz—B. Sz.-Nacy, Legons d’Analyse fonctionnelle (Budapest, 


1952), pp. 176—185, 214—216. 
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ATKINSON proved,” for bounded transformations A of g. F. t., the following 
theorems: 


THEOREM I. There exists a positive constant 9 (depending on A) such 
that, for every bounded linear transformation B of E into E’ satisfying the 
inequality 
(1) |BI| Se, 
the transformation A+B is also of g.F.t. and v(A+ B)= (A). 


THEOREM II. For any completely continuous linear transformation B of E 
into E’, A+B is also of g. F.t. and v(A+B) = »(A). 


In their cited paper, KREiN and KRASNOSEL’SKIJ have extended these 
theorems to the case of an unbounded A; their proofs are independent of 
ATKINSON’s. They establish, however, theorem II only under some additional 
hypotheses: they suppose indeed either that B is of finite rank (i.e. such 
that 2(B) is of a finite number of dimensions), or that the space E”’ has a base. 

The aim of this Note is to remark that these additional hypotheses are 
superfluous, and that, moreover, the case of unbounded transformations may 
be reduced in both theorems, by a simple device, to the case of bounded 
transformations, i. e. to the case considered by ATKINSON. It turns out that 
if A is unbounded, the class of the transformations B figuring in theorem | 
may be/enlarged so as to include some unbounded transformations too. . 


2. Now we prove these assertions. Let A be a transformation of g. F. t. 
with D(A)SE and R(A)SE’. Let us distinguish the norms in E and E’ 


by writing || || and || {{', respectively. For the elements f of D(A) we introduce 
a second norm as follows: 


A= FFAS. 
The fact that A is closed implies that D(A) becomes, by this definition of 
the norm, a complete normed linear space, i.e. a Banach space, which we 
shall denote by E. We have then 


| WAS SIFI+ NAS! =U 
i.e. A is a bounded linear transformation of E into E’. Since 
|f1—0- if and only if ||f||=0, 

linearly independent elements of D(A) are linearly independent also when 
considered in E, and conversely. Thus the “null-space” of A in E is of the 
same dimension as in £, i.e. of dimension a(A). Since the introduction of 
the new norm does not alter at all the situation in E’, we see that A, as a 
~ transformation of E in E’, is bounded, of g.F:t., and has the same characte- 
ristic numbers @(A), B(A). 

Applying ATKINSON’s theorem I, it results that there exists a positive 
number @ (which we may and shall choose <1) such that, for each linear 


: 
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transformation B of E in E’ satisfying the inequality 


|BS\! soll for all fé E, 
the transformation A+B of E in E’ is also of g. F.t. and has the same 


index as A. Now let B be a linear transformation of E into E’ with domain 
»(B)2> D(A) and such that 


(2) BA SoC Fi] +IAFP) for all fe D(A); 
it generates a linear transformation of E into E’ of the above type. It remains 
only to show that A+B, as a transformation of E in E’, is also of g.F. t., 
and that it has the same index as when considered from E in E’. Since 


D(A + B) = D(A) n D(B) = D(A), 
there is no problem with the range of A + B, with (A+B), and with a(A +B), 


so that it remains only to show that A-+ B, as a transformation from E in E’, 
is closed. Now we have. 


ov cap SMASI FIBA SAFI + OCF +HALID, 
s0 “i PAM) > yagi Hes ll ZHAI —eCI FHS), 


thus . 
(1—e) {AF |/ SIA+B) SI +ell fil 5 +e) HAF! +20 IF. 

Since A is closed and 0<o<1, it results from these inequalities that A+B 
is also closed. This concludes the proof of theorem I in the unbounded case, 
for all B satisfying (2). 

Let now B be acompletely continuous linear transformation of E in E’. 
The inequality |f]=||f|| implies that each bounded set in E is bounded 
also when considered as a set in E; hence B is completely continuous also 
as a transformation of E in E’. Applying ATKINSON’s theorem II, it results 
that A+B, as a transformation of E in E’, is of g.F.t. and has the same 
index as A. One shows then as above that this remains true for A+ B also 
when considered as a transformation from E; the closure of A+ B is obvious 
because A is closed and B is continuous. This concludes the proof of 
theorem II in the unbounded case. 


(Received 16 June 1952) 


4 To be exact, he has considered only the case when E’=E, but, as one easily 
checks, his proofs run also when E'=E. 
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OB YCTOMYMBOCTU MUHJEKCA HEOPFPAHUYEHHbIX 
JIMHEMHbIX MPEOBPASOBAHHM 


B. C.-HA[\b (Cerea) 


(Pe3W Me) 


B cpoenw ctratbe > ATKHHCOH Onpefetna uHAzeKC »(A) 21a HEKOTOPBIX OrpaHHyeH- 
HbIX -IMHEHHBIX MpeobpasoBaHnHn A OaHaxoBa npoctpaHctBa E Bp OaHaxoso npoctpaxctso E’, 
wv moKasan, 4uTo (A -+- B)==»(A) (1) npw BCAKOM 1MHEMHOM NpeoOpasonannn B c 1OcTaTOYHO 
mMaabiM {| B{j, (Il) npx BCAKOM BNOAHE HENpepbIBHOM AHHEHHOM Mpeo6pa3zozannn B. 

Kpenwu un Kpacnwoceabckuni! faa apyroe foKazaTerbCTBO 3TOH *Ke TEOPeMbI, 
cnpabeqHMBoe WH NpH HeOrpaHHyeHHbIxX MpeoOpasoBanuax, a B Cayyae (Il) onM Npeanoraraan, 
4TO npoctpaHcTso E’ umeetT Gaasanc (a ecan E’ we umeet G6a3anca, TO B KOHeYHOMEDPHO). 

B HacTonusen CTaTbe AOKa3biBaeTCA, 4TO TeOpeMblI ATK HKHCOHA MOFVT ObITb 0606- © 
UGHbI MPOCTO HW HENOCPeACTBEHHO AIA HEOrpaHHYeHHBIX MpeoOpasopannu, 6e3 npeanosz0- 


KeHHA CYLUECTBOBaHHH B E’ 6a3nca. 


A SPECTRAL PROBLEM 
FOR COMPLETELY CONTINUOUS OPERATORS 


By 
F. V. ATKINSON (Ibadan, Nigeria) 
(Presented by B. Sz.-Naay) 


1. Let f and g denote elements of a vector-space, and V a linear ope- 
rator on this space into itself; let 4 denote a scalar parameter. The theory 
of the solubility of an equation of the form 


(1.1) Jaw Vie 

is in many cases characterised by a discrete spectrum, and by certain solu- 
bility conditions which are sometimes referred to as the ‘alternative’, to wit 
the following two assertions: 

(i) the corresponding homogeneous equation 
et: 2) f+4AVf=0 
and its transposed or adjoint version have both the same finite number (pos- 
sibly zero) of linearly independent solutions, 

(ii) the non-homogeneous equation (1.1) is soluble for f if and only 
if g is orthogonal (in a suitable sense) to all solutions of the transposed 
homogeneous equation. 

Familiar cases for which these results hold are the case of linear equa- 
tions in a finite number of unknowns, the case of linear integral equations 
of FREDHOLM’s type, and the case of systems of such equations. These are 
of course all special cases of the theory of completely continuous operators, 
as developed initially by F. Riesz, with subsequent penuamutiors from HIL- 
DEBRANDT and SCHAUDER.' 

My object in this paper is to extend the theory to equations involving 
higher powers of 4, namely of the form 


(1.3) f+ DUVf=8, 


1 The references are F. Riesz (Acta Math., 41 (1918), pp. 71—98), T. H. Hitpe- 
BRANDT (Acta Math., 51 (1928), pp. 311—318) and J. Scuauper (Studia Math., 2 (1930), 
pp. 183—196). A later account is given by S. Banacu, Théorie des opérations linéaires 


(Warsaw, 1932), pp. 151—164. 
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where f, g are elements of a complex Banach space, and V,,..., V» are all 
completely continuous linear operators on the space into itself. Now so far 
as the “alternative” is concerned this introduces no novelty. Since a linear 
combination of completely continuous operators is itself completely conti- 
nuous the validity of the “alternative” for (1.3) is assured by the Riesz— 
Hildebrandt—Schauder theory. The task of this paper is therefore that of 
proving that (1.3) has so to speak a discrete spectrum, that is to say that 
the set of values of 2 for which 


(1. 4) f+ 2UVf=0 
has a non-trivial solution has no finite limit-point. 


2. I allow myself some remarks by way of justification of this inves- 
tigation. 

In certain special cases the discreteness of the spectrum of (1.3) can 
be proved for n>1 in much the same way as in the ordinary case n=1. 
For example, for finite-dimensional sets of linear equations such as 


Xo + Qe D abax, =p (p= 1.40 nh 
— q= 


the “eigen-values” will be the roots of an algebraic equation. Again, for 
integral equations of the form 


f(x) +1" | KG, 9/0) dy = e(@), 


wherein the kernels are suitably continuous, the “eigen-values” will be the 
zeros of an integral function constructed in FREDHOLM’s manner. It might 
thus be expected that the argument used by F. Riesz to prove the discre- 
teness of the spectrum of (1.1) would extend to the case of (1.3), but TL 
have been unable make this extension. The proof which | give here proceeds 
on quite different lines, and may have interest whether RIESz’s argument can 
be extended or not. 

The proof which I give here differs in an important logical respect to 
that given by Riesz for the case n=1. In considering the equation of the 
form (1.1) the fact of V being completely continuous was used by Riesz at 
a number of points, including also in the proof of the discreteness of the 
spectrum. In the present argument the complete continuity of V,,..., Va is 
used only in that it establishes the validity of the “alternative” for (1. 3). 


It may be that the validity of the “alternative” is a weaker assumption than 
that of complete continuity. 


3. I next introduce certains notations. Let % denote the complex Banach 
Space in question, and X* the adjoint space. It will incidentally not be 
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assunted that R is either separable or reflexive. Let now T denote some 
bounded linear operator, which maps R onto the whole or part of itself. 
Following the notations of a previous paper,? I introduce in association with 
T certain linear manifolds and integer-valued functionals, as follows: 

(a) (7) is to denote the linear manifold of solutions of the homo- 
geneous equation 


(3. 1) Tf=0, fER, 


(6) B(7) is to denote the linear manifold of solutions of the transposed 
homogeneous equation, which I write as* 


(3. 2) IT=0, 1E%*. 


In cases with which this paper is concerned (3. 1—2) will each have 
at most a finite number of linearly independent solutions, and I then define 

(c) a(7), 8(T) as the dimension-numbers of the linear manifolds (7), 
(7). These numbers will then be finite positive integers or zero, and will 
moreover both be equal in cases considered here.* 

Now let us write for brevity 


TA)=1+27'V,, 


where / denotes the identity operator on St, and V,,...,V, are bounded 
linear completely continuous operators on # into St. Then for any finite 4, 
real or complex, 7(A) has the form /+V, where V is completely continuous. 
It therefore follows in virtue of the Riesz—Hildebrandt—Schauder theory 
that the numbers 
a(T(4)), B(T(A)) 

both exist, both being equal for any particular 4-value either to zero or to 
some positive integer. What we have to prove is that they are both zero for 
all 4 with the possible exception of a set of 4-values with no finite limit- 
point. 


4. In this section I outline the construction of certain projection ope- 
rators and a generalised inverse associated with operators of the form con- 
sidered here.® 


2 @. B. ATKHHCOH, HopmanbHaa paspelHMOCTb AMHeHHbIX ypabHeHnit B HOPMHpO- 
BaHHbIX mpocTpaHcTBax, MaTem. COOPHHK, 28 (70) (195t), pp. 3—14. 
3 | depart here from Banacn’s notation, in which this equation would have been 


written T() =0. 
4 Cases in which they are not necessarily equal formed the subject of my above- 
cited paper. , 
5 Similar procedures have been employed by C. M. HukOaAbCKHH, Viazectus A. HOCCCP, 
cep. matem., 7, No. 3 (1943), pp. 147—166, and by myself in my paper mentioned above. 


See also S. Banacn, loc. cit. 
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Let 4, be any selected 4-value, and write for brevity 7, for 7(4,), and 
similarly Y,, %,,@ and ,, in place of X(7,), B(7T), «(7) and @(7)).. We need 
first to construct two projection operators P,, P. such that 

PRX=YX,, NPS VB. 

The construction of a projection operator whose range is to be a given 
closed linear manifold is of course more difficult in a Banach space than 
in a Hilbert space, but is nevertheless certainly possible when the manifold 
is finite-dimensional. For example for P, let g, (r= 1, 2,.. +, i) Br € vt, De 
linearly independent and form a basis of Y,. We then define a set of bounded 
linear functionals J, (r—1,2,...,@), l.€:*. These are defined on YA, by 
the requirements 

Se) TPES 9); 
L-( Zs) = vo! (ae): 


and may be extended to the whole of kt. We then define 


P.f= > L(f)g, for all fe XR. 


yoet 
Then P, has the required properties 
PK=%, Pi=—P,. 
The construction of P, is entirely analogous. Since P, and P, are pro- 
jections into Y,, 4%, we have the equations 
Tks — 0, Peis = 0. 
| now assert that the operator 7, effects a one-to-one continuous map- 
ping of the space (/—P,)X onto the space (/—P,). The continuity of the 
mapping follows of course from the boundedness of 7,. That the mapping 
is onto (/—P,)® follows from the fact that if 


g=T,J, 2 L€ Ne 
then 
As regards the mapping being one-to-one, suppose that 


Tf= Tf, LS, SU— Pay 
It then follows that 7,(/—f’)=0, so that we have simultaneously 
Sf) EPNE F=f) € US Pi) DY 

and since P, is a projection operator, this implies that f—f —O, so that 
the mapping is indeed one-to-one in so far as no two distinct elements of 
(/—P,)% can be mapped into the same element of (/—P,)R. It has also to 
be shown that (/—P,)® is mapped into the ‘whole of (/—P,)®, that is to 
say that to each ge(/—P,)R there is an f€(/—P,)R such that 7, f—g. 
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Now if g¢€(/—P,)K, then P,g—0, so that (g==0 for all /é€%,: This is 
however precisely the condition for the solubility of the equation 7, f= g, 
according to the Riesz—Hildebrandt—Schauder theory. Here it will be pos- 
sible to take fe (/—P,)R, replacing f if necessary by (/—P,)f. This com- 
pletes the proof. 

We now deduce that the inverse linear mapping of (/—P,)® onto 
(/—P,)R is also one-to-one and continuous. We denote this bounded linear 
operator by U,. So far U, is defined only on the domain (/—P.)R; we 
extend its domain to the whole of St by specifying that U,P,—0. Since the 
range of U, is (I—P,)® we have also P,U,—0. The operator U, is in fact 
a generalised inverse of 7,. We have the further equations 


(4. 1) Uy TI, =1—P,; T, Us I—P,. 


5. | now initiate the study of the behaviour of the functions e(7(A)), 
&(T(A)) in a neighbourhood of 4,. Let 4 be some value of the parameter, 
not equal to 4,, which we shall in fact restrict to 4 a neighbourhood of 4), 
such as a circle, centre 4,. | write for brevity 


T(A)= T(A)—AA) = To—A, 


so that A=A(A) is a polynomial in 4, vanishing for 4=4,. We have thus 
to consider the behaviour of «(7,—A), @(7,—A) in a neighbourhood of 4,. 

Let us assume that the operator (/—U,A) has a bounded inverse. This 
will certainly be the case if || A|| is sufficiently small, which may be achieved 
by making |2—A,| sufficiently small. With this assumption we have, using 


(4. 1), 
(I— UA)" U,(Ty— A) = (I Ug AY ' (Ua To Uv A) = 
== (/— U, Ay '(/— P, —U, A) =!1—(I— UA) 'P.. 
From this equation it follows that 
(Ty A) f= 0, fe, 
implies . 
| f=(U—-U,A) Pf, 
or, in other terminology, we have 
(5. 1) WTA) CU Ss) PM. 

We note here two features of the operator (/—U,A) 'P,, firstly that it 
is of the same dimensionality as P,, i.e. «(7,)—%, and secondly that it is 
a projection operator. The latter property follows from the equation P,U,= 0. 
From the former property and from (5.1) we see incidentally that 


(5. 2) «(T,— A) = «(7)). 
6. We need however a more precise analysis of (5.1). Let us write 
k= k(A)= e(T,)—«(T.— A), 
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and select two sets of elements of %, 
Xx, (q=1,...,a(7.—A)), ye (Kae te Ry 
in such a way that the first set forms a basis of %(7,—A) and the two 


sets together form a basis of (/— U,A)'P,X. It then follows that the first 
set of elements will be annulled by the operator (7,—A), and that no linear 
combination formed from the second set will be annulled by this operator 
unless it vanishes identically. It then follows that the elements 


(T,—A)y, (r=1,...,4) 

will be sect independent and will form a basis of the linear manifold 

(T,—A)(UI—U, AY" PX, 
which will therefore be of dimensionality k= k(A). 

Summing up so far we have, if |4—4,| is sufficiently small, 
a(T,— A) = 8(T,— A) = «(T,.) —k (A) = 8(7.) —k (4), 
where 
k(4) = dim {(7—A)(/— U, A) P,}. 


7. As the next and penultimate stage in the proof | show that k(A) is 
constant in a neighbourhood of 4,, with the possible exception of 4, itself. 
Let us write 


F(A) =(T—A)U—U,A)'P,, 
so that, in a certain neighbourhood of 4, F(A) will be an analytic function 
of 4, With values in the ring of bounded operators. Let 4, be a 4-value in 


such a neighbourhood of 4,. Then F(A,) will be of dimensionality &(4,), and 
it will therefore be possible to find linearly independent elements 


Zz (r=1,..:,4(4)); zen 
such that the linearly independent elements 
F(A,)z, (f= 1,...,K(A4)) 
constitute a basis of F(4,)%. We then determine functionals 
m, ER? (r==1,...,K(4,)), 
such that 
| 1 (r—=s) 
, A, a ' : 
mF C2) = 19 (rks), 
Now let us consider, as a function of 4, the determinant, of order k(A,), 
G(A) =| m,(F(A)z,) | (F, S=1, «5 K(4,))s 
According to our construction we have G(d,)—1. Also, since 
F(A) = T]P,/=0 
we have G(4,)—0. Furthermore, G(4) is an analytic function, in the ordin- 
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ary sense of the term, at any rate in a certain neighbourhood of 4, includ- 
ing the point 4,. It then follows that there exists a positive number o such 
that G(4)=-0 for all 4 in the region 0 <|4—A,| <e. 

Since now G(4)+-0 in this region it follows that in this region the 
elements 

F()z, (F=1,...; k(4)) 

are linearly independent, so that in the same region the dimensionality of 
F(A) is at least k(4,). Thus for 0<|4—A,| <0 we have k(A) = k(A,). 

There are then two possibilities. Either we have k(4) —k(A,) throughout 
the region 0<|A—A,|<g, or else there is in this region a value 2, such 
that k(A,) > k(A,). However in this latter case we have merely to repeat the 
argument, which would then show that there was a positive number 0’ such 
that k(4) = k(A,) for all 4 with O<|4—4,|<o’. But the process cannot be 
repeated indefinitely, since k(A,), k(A,),... would form an increasing sequence 
of integers, whose members cannot exceed @(7)), by the definition of k(A). 
Hence finally we must arrive at a positive number 0°, and a non-negative 
integer k*, such that k(A)—K for 0< |4—A,| <0". 

This proves the assertion that k(4) is constant in a certain neighbour- 
hood of 4,, excluding possibly the value 4, itself. It follows that «(7(A)) and 
8(T(A)) are also constant in such a region. 


.8. I now pass to the main assertion of fhis paper. Let © denote the 
resolvent set of 7(A), that is to say the set of A-values for which (TA) 
exists as a bounded operator. This set. will be identical with the set of 4- 
values for which the functions @(7(A)), 8(7(A)) vanish, and is an open non- 
empty set including at the least a certain neighbourhood of 2—0. If © does 
‘not consist of the entire 4-plane, let « denote a 4-value lying in the bound- 
ary of G, that is to say in the closure © of © but not in © itself. There will 
then be a sequence of 4-values tending to « for which @(7(A)) = A(7T(4)) =0. 
But by what has been proved, «(7(4)) and §(7(4)) have constant values 
near mw in a region of the form 0<|4—p|<e, for some positive 0. Hence 
there is a region of the form 0<|4— | <e in which a(7(4)) = 6(T(4)) =, 
so that this region consists entirely of points of ©. This proves that the 
boundary of © consists at most of isolated points, so that the points which 
form the boundary of © have no finite limit-point. From this it is easily 
proved that © covers the entire 4-plane, with the possible exception of an 
enumerable set with no finite limit-point. This was the result to be proved. 
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Note added in proof. (8 September 1952.) Since the above paper was 
originally drafted a number of closely-related papers have appeared. I. Ci 
GouserG (VW. LU. Poxdepr) (Doklady Akad. Nauk SSSR, 76 (1951), pp. 9—12, 
ibid., 76 (1951), pp. 477—480, ibid., 78 (1951), pp. 629—632, Uspehi Mat. 
Nauk, 7 (48) (1952), pp. 149—156) has investigated similar problems by 
different methods (see also the above-cited paper of the present author), while 
M. G. KREiN and M. A. KRASNOSEL’SKI] (Mat. Sbornik, 30 (72) (1952), pp. 
219—224) have given extensions of some of the present author’s previous 
results to the case of non-bounded operators. 


CNEKTPAJIbHAX MPOBJIEMA C BIOJIHE HEMPEPbIBHbIM 
OMEPATOPOM 


&. B. ATKUHCOH (H6éagaxn, Hurepisa) 


(Pe3w Me) 


Nyctp / equHH4HbIM OnepaTop, H V;,..., V, — BNOAHe HeENpepbiBHble AHHeNHbIe ONepa- 
TOpbI Ha NpoctpanctBe Tuna Bavaxa. ABTOp mperanaraeT AOKasaTeAbCTBO TOrO, 4TO COd- 


n 
7 . 
CTBEHHbIE YHC.1a MHOFOUTeHHOrO ONepaTopa | / -+- > re v,| CyTb CYe€THOe MHOHKEeCTBO 6e3 


ro] 

KOHEYHOK MpezerbHOoK TOUKH. [lad YaCTHOrO Cay¥ad N= 1 aTO yTREPKAeHHE — H3BECTHDIA 
pesyabtat ®. Pucc’a. Ognako metoq Pucc’a, NOBHAHMOMY, B CBOEM HENOCperCTReEHHOM 
BHAe HENPHMeCHUM & OOWLEM CayNaem n> | HW NperraraeMpiil METOA NOAb3VeTCH COBEPUIEHHO 
OTAMYHbIMH CNOCOOaMhH. 


ON A SPECTRAL PROBLEM OF ATKINSON 


By 
BELA SZ.-NAGY (Szeged), corresponding member of the Academy 


§ 1 

In the same issue of these Acta, ATKINSON? has considered polynomials 
of the complex variable 
(1) T (Apel AV EP Voc +A? Vp; 
whose coefficients V; are completely continuous linear transformations of a 
Banach space ®% into itself; / denotes the identical transformation of XR. 
Calling 4, a zero of 7T(A) if the equation 

T(A.) f =0 
has a non-zero solution f¢€ 3, ATKINSON proved the theorem that the zeros 
of the polynomial T(A) have no finite limit-point. 

In the case p--1 this is a well-known fact proved in this general 
situation by F. Riesz [see* or*]; Riesz’ method, however, does not seem to 
apply for p>1. This is not surprising as even for ordinary polynomials, to 
which our problem reduces if Xt is of dimension 1, the problem of the zeros 

lies much deeper for general p’s than for p= 1. 

in this paper we give another proof of ATKINSON’s theorem, which, if not 
shorter, seems in some respect simpler than the original one. The main difference 
between the two methods is that we use spectral manifolds while ATKINSON 
uses eigen-manifolds, and that we apply the convenient tool of contour 
integration. 

Before going into the proof we recall, for sake of convenient reference, 
some known facts and definitions: 

For an arbitrary bounded (or at least closed) linear transformation 7 
of the Banach space 3 into itself, the resolvent set 0(T) is defined as the set 


1 F. V. Atkinson, A spectral problem for completely continuous operators, Acta 


Math. Acad. Sci. Hungaricae, 3 (1952), pp. 53—60. 
2 F. Riesz, Uber lineare Funktionalgleichungen, Acta Math., 41 (1917), pp. 71—98. 


3 F, Riesz—B. Sz.-Nacy, Legons d’Analyse fonctionnelle (Budapest, 1952), n° 79 and 
89. This book will be cited in the sequel as R.—Sz-N. 
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of those points z of the plane of complex numbers, for which 
(T—zI)"' 
exists asa bounded and everywhere defined transformation of . The comple- 
mentary set o(7) is called the spectrum of 7. 
(i) If C is a simple closed and rectifiable curve in the complex plane, — 
passing within 0(7), then 


1 : +1 
(5 


exists (as a limit in norm of sums of Cauchy—Riemann type), is bounded 
and idempotent: P*’=P. The space % splits off into thé vectorial sum of its 
disjoint subspaces 
M = MN(T;C)—=PR, R—R(T; C) = ((— P)R: 

P is the projection of K on M parallel to N. M and RN both reduce 7;_ 
denoting by 7° and 7” the transformations induced by 7 in Mt and in K 
respectively, o(7’) coincides with that part of o(7) which lies inside C, and 
o(T”) coincides with that part of o(7) which lies outside C.4 

(ii) If, in addition, 7 is completely continuous, then o(7) has no limit- 
point =- 0. If the point O lies outside the curve C, then the subspace (7; C) 
is of finite dimension.® d 

(iii) If ~,,@,...,@,- are linearly independent elements of the Banach 
space ‘i, then there exist elements ®,, ®,,..., ®, of the conjugate space k* 
such that the gy; and ®, form a biorthogonal set, i. e. 


civat te Soa 

($i, AS dk eer pe ae 
§ 2 

Our proof will be based on the following 


LEMMA. Let S,, S,,S:,... be bounded linear transformations of a Banach 
space ‘K into itself, suppose that S, is completely continuous and that there 
is a constant a_ such that 
(2) lS.l]sa*. - (n=1,2;.°)). 


Then any point «+-0 of the plane of complex numbers has a neighborhood 


such that, for sufficiently small values of the complex parameter «, the spectrum 
of the transformation 


(3) SQ) =Si+eS, + 2S 4. +e Sip... 
* Cf. R.—Sz.-N., n° 147. 


5 Cf. R.—Sz.-N., p. 411. 
6 This follows from the lemma on R.—Sz.-N., p. 213. 
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consists, in this neighborhood of «, of the characteristic roots of some finite 
square matrix whose elements ci(€) axe regular analytic functions of «.? 


Proor. Observe first of all that (2) implies the convergence in norm of 
the series (3) at least for |e] <a-!. 

Since S, is completely continuous, « is not a limit-pcint of o(S,), thus we 
can trace in the complex plane a sufficiently small circle C with « as centre, 
which passes entirely in 0(S,) and leaves the point O outside. The corres- 
ponding spectral manifold 

NM, = M(S); C) 


is, according to (ii), of finite dimension, of dimension r say (r = 0). 

We show that, for sufficiently small ¢, C is contained also in e(S(é)) 
and that the corresponding spectral manifold 

M (2) — M(S(e); C) 

is of the same dimension r. 

Since 

R. = (So—2zI)" | 

is a continuous function (in the norm topology). of the variable z on C, there 
is a constant M >0 such that 


|Reji <M for z€C. 


Then we have, uniformly in z€C, 


(s@—S)R.|—| > e”S,R, <2 e"a"M < 1 
a= n= 


for sufficiently small e. Then [/ +(S(e)—S,)R,]"' exists,’ and since 
S(e)—z1=[F + (S(@)—S,) Ri] (Si — 2), 
we have 
R.(e) = [S(e)—z1]' = RU + (S(@)—S) RI = 


Pe a Se R. >> |—(se@—syr,| =R, > E ee S.R.| A 
=U v=) n=l 
An easy calculation with majorising functions, obtained by using the inequa- 
lities |iR,|| <M and ||S,|| <a", shows that, for sufficiently small ¢, it is legiti- 
‘mate to rearrange the last expansion in a power series 


(4) - RAe)=R,oteRzit-..+e"Rint--. 


7 This would follow from some more general results of the author, cf. Béta Sz.-Nacy, 
Perturbations des transformations linéaires fermées, Acta Sci. Math. Szeged, 14 (1951), 
pp. 125—137; but we prefer to give here a complete proof. 

4 & Here, and always in the sequel, if we say that an inverse transformation exists, 


we mean‘also that it is bounded and everywhere defined in ‘. 
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with R,o—R-., and that we have 


(5) IR. al <a [al+M))"  _ (n—1,2,-..). 


The series (4) being, for sufficiently small values of e, uniformly con- 
vergent with respect to z€C, it may be integrated term by term, and so it 
results that 


(6) PO) = — 5 P Rie) dz—= Prt et... be Prt. 
c 
with : 
hie | _{C| f an 
(7) [Pal |— pe PRende = 2x Ti Mla +M)] (a= 127s ae 


where |C| denotes the perimeter of C. 
For sufficiently small ¢ this implies the inequality 


\|P(e)— Pl] < 1 
which guarantees that the transformations 
A(2) =1—(P(®)—P,) and B(e)=1/+ (P(e)—P,) 
can be boundedly inverted. Thus, in particular, A(e) maps ® on the whole 
of %, and, consequently, P(e)A(e) maps R on the whole of P(e)R. But 
since P*(s)= P(e) [see (i)], we have P(e)A(e) = P(e)P,, and since 
PR = PC)R = M(S,;C), P(e)\R=M(S(e); C), 
it results that 
P(e) Mig = Mi(e). 
Moreover, this mapping of i, on Wi(s) is biunivoque and bicontinuous, for if 
SEM, is carried into gE Me), we have 
B()\f=f+P(®)f/—P.f=f+e—f=gz, 
thus, putting C(e)=[B(s)]', we have f= C(e)g. 
It results from all these that if ¢,, g.,...,g, are linearly independent 
elements forming a base of the r-dimensional subspace W,, then the elements 


(8) gi(®)=Pe)g: (i=1,2,...,9 
are also linearly independent and form a base of Me); moreover, we have 
(9) gi= C(e) gil€). 


Thus we have proved not only that Wt, and Wi(e) have the same dimension, 
but also that one can pass from a base of WN, to a base of Mie), and back 
again, by transformations which are power series of €; indeed, for P(e) we 
have the power series expansion (6), and for C(e) we have 


ce) = > (PP) = > E > “p,| 


Y 
. 
’ 
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using the inequalities (7), an easy calculation with majorising functions shows 
that, for sufficiently small ¢, itis legitimate to rearrange the last expression in 
_ a power series: 
 : CofeC, +--+ Qe. 

Since S(e) transforms %i() into itself [see (i)], we have 


(10) Se) p()—= Sol) (K=N2, 040 


with numerical coefficients depending on «. They can be determined as follows. 
Applying C(*) on both sides of (10) we get, by virtue of (8) and (9), 


C(e) S(e) P(e) ge = >: Cin (E) Pi; 


if {®,' is a set of elements of N° forming with {g,} a biorthogonal set (see 
(iii)], then we obtain that 

‘ (C(e) S(e) P(e) px, D:) = Cie (€) (ad ta Ee Peer a 
C(e), S(2) and P(e) being, for sufficiently small *, power series of ¢€, So is 
their product (this results again by using majorising functions). Hence the 
Cix(€) are also power series of &. 

Now that part of the spectrum of S(e) which lies inside the circle C, 
coincides with the spectrum of S(e) as a transformation of M(e) [see (i)], 
thus it consists of the characteristic roots of the matrix cy(e). This concludes 
the proof of the lemma. 


§ 3 

Now let us return to our original problem. Denoting by A the set of 
the zeros of 7(A), and by <A’ the set of the finite limit-points of A, we have to 
prove that A’ is void. It suffices to show to this end that A’ is at the same 
time closed and open, and that it does not fill out the whole complex plane, 
The closure is obvious, for A’ is a derived set. The third assertion follows 
from the fact that, for sufficiently small 2, 

TA) — MN = [AV FA Ve+. +A Voll <1, 

so that [7(«)]' exists; thus. A and consequently A’ do not have points in 
some circle with centre 40. It remains only to prove that A’ is open, and 


this may be done as follows.. 

We show that if A’ contains a point 4), 
of 2, too. We have certainly 2,=- 0. Let 4:,42,... 
T(4), all different from 4, and. tending to 4,. Put 


Sas Vi HA +)Vit-. ; +a te V,= So +85, + oh ae Set 


it contains some neighborhood 
be a sequence of zeros of 


then 
(1 1) T(Ay He) =14 (+2) S(0)- 


5 Acta Mathematica 
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rs 
Since, for n—1,2,..., 4, is a zero of 7(A), it follows that — z- is an eigen- 


value of S(4,—4,), i.e., putting 
&_ = ha — Ao; 


= cE is an eigen-value of S(e,). We have e,=+=0 and «,— 0. 
0 n 
But, by our Lemma, the spectrum of S(e), in the neighborhood of 
pad; consists, for all sufficiently small values of 2, of the characteristic 


roots of some finite square matrix whose elements cx(e) are regular analytic 
functions of «. The determinant 


det | Ci (2) + — 4x 
oy P 


is then also a regular analytic function of e in a neighborhood of «0, and 
since it vanishes in (almost all) points &,, it. vanishes identically. This implies. 
that, for all pp ser ll small values of ¢, for |*|< 7 say, S(e) has the eigen- 
value — 5—— ; , hence, by (11), 4+ is a zero of 7(A). 

Thus if A’ contains the point 2, then a whole neighborhood of 4, 
belongs to A and hence to A’. This proves that A’ is an open set and thus 
concludes the proof of the theorem. 


BOLYAI INSTITUTE, 
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OB OJIHOU CNEKTPAJIbHOU MIPOBJIEME ATKUHCOHA 
B. C.-HA/Ib (Cerea) 


(Pe30 Me) 


Nycth T(A)=J+-AV,+...+4°V, MHorowneH KOMNNeKCHOrO nepemeHHoro 2, 
KoadpuunertEr V; KOTOpOroO — BnOnHeE HeNpepbiBHbie npeob6pasoBanHaA GaHaxoBa npoct- 
pauctga  B camo ce6s, a J — eanmnynoe npeo6pasonanne Ha HK. Mycth 2) Hasbipaetca 


Hyném MHOro“neHa 7(A), ecnH paReHCTBO 

T(Ay)f=0 
MMeCT HCTPHBMAMbHOe pemleHHe FER. ATKHHCOHK AOKARR 4TO MHO)KECTBO BCeX Hye 
He HMeeT KOHC4HOM npenebHOU TOUKH. 

B wactosuei CraTbe faeTCA anTepHaTHBHOe,. Sonee npocToe WOKasaTenbCTBO Toro «Ke 
YTREPKACHHA. OTO AOKAZATEABCTBO OTNMYAETCA OT OPHTHHAAbHOrO. OCOGEHHO B TOM, 4TO 
3ACCh ACNOABSYIOTCA CHEKTPabble — a He COOCTBEHHBIE — NOANPOCTpaHCcTBa, H YTO NpoeKUMK 
Ha 9TH NOANPOCTPaHCTBa NpeACTABIAWTCA MHTerpaaMH B KOMMICKCHOH MNOCKOCTH. 


INHALTSABSCHATZUNG EINES SPHARISCHEN POLYGONS 


Von 
J. MOLNAR’ (Veszprém) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


HABICHT und VAN DER WAERDEN haben in einer Arbeit! folgenden Satz 
bewiesen : 
Bedeutet T, ein sphdrisches n-Eck, dessen jede Seite gleich a ist und in 
welchem der Abstand je zweier Eckpunkte = a ausfallt, so ist 2 
(1) Tx (t=—2)7,. 
_ Aus diesem Satz folgt in einfacher Weise eine Abschatzungsformel von 
Fejes TOTH:? 


cotg’w— | i i 
d Bate cs —— sa a 


die sich auf den spharischen Mindestabstand d von n Punkten der Ein- 
heitskugel bezieht. Eine weitere Anwendung. der Ungleichung (1) findet in 
einer Arbeit von SCHUTTE und VAN DER WAERDEN * statt. 

Der Beweis von HABICHT. und VAN DER WAERDEN beruht auf mecha- 
nischen Uberlegungen, die sich auf Stangenvierecke beziehen. Im Folgenden 
geben wir einen einfachen, elementargeometrischen Beweis der Ungleichung 
(1).5 Wir werden 7,, in wenigstens n— 2 Dreiecke zerlegen, deren Inhalt = 7, ist. 

Wir diirfen n >3 voraussetzen und erganzen das System der Eckpunkte 
E,,...,E, von 7, durch weitere Punkte Fn41,...,£,, der Kugelflache, sodaB 


E;E;2a (i,j=—1,...,m) sei, und da eine weitere derartige Erganzung 
nicht mehr méglich sei. Wir bemerken zunachst, daB® mit Riicksicht auf die 
-Voraussetzung n> 3, die Punkte £,,...,£, nicht alle auf einer Halbkugel 


1 W. Hasicut und B. L. van per Waerpden, Lagerung von Punkten auf der Kugel, 
Math. Annalen, 123 (1951), S. 223—234. 

2 Wir bezeichnen ein Gebiet und seinen Inhalt mit demselben Symbol. 

rie Feyes Totu, Uber eine Abschatzung des kiirzesten Abstandes zweier Punkte 
eines auf einer Kugelflache liegenden Punktsystems, -/ber. deutscher Math.-Ver., 53 (1943) 


. 66—68. 
j 4K. Scnotte und B. L. van per Waerven, Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 
9 Punkte mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Annalen, 123 (1951), S. 96—124. 

5 Der Beweis enthalt Gedanken aus dem Aufsatz: L. Fejes Totn, On the densest 


packing of spherical caps, Amer. math. Monthly, 56 (1949), S. 330—331. 
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liegen kénnen. Liegen sie namlich auf der siidlichen Hemisphare, so bilden 
sie mit dem Nordpol ein System von wenigstens fiinf Punkten mit einem 
Mindestabstand > 90°, was unmogiich ist. Folglich ist die konvexe Hiille 
der Punkte £,,..., Em ein konvexes Polyeder mit den Ecken £,,..., E,, das’ 
den Kugelmittelpunkt in seinem Inneren enthalt. Wir kénnen H als ein 
Dreieckspolyeder betrachten, da eifie mehr als dreieckige Flache in Dreiecke 
zerlegt werden kann. Wir betrachten das spharische Netz N von H, das durch 
Zentralprojektion der Kanten von H auf die Kugelflache entsteht. Die Kugel- 
flache wird durch N in spharische Dreiecke zerlegt. Wir zeigen, daf der Inhalt 
diese: Dreiecke = 7; ist. : ; 
Es sei E;E;E, ein Dreieck des Netzes N. Wir legen zunachst fest, dah 
im Inneren des durch die Ecken von F;E;E, hindurchgehenden Kreises, also 
auBerhalb H, kein Punkt des Systems {£,,...,£&,} liegen kann. Folglich ist 
der sphdrische Radius dieses Kreises <a, da sonst das Punktsystem 
{E,,..., Em} durch den Mittelpunkt dieses Kreises erganzt werden kénnte. 


Fig. 1 | ; 


Es sei E,E, = E,E; = E;E; = a. Wir setzen zunachst E;E; < 90° voraus. 
Wir betrachten das gleichseitige Dreieck E,E,E;, wobei E, und E; auf der- 
selben, etwa auf det ,ndrdlichen* Seite des ,Aquators“ E;E; liegen. Der 
Inhalt dieses Dreiecks ist offenbar = 7,. Wir schlagen um die Punkte E;, Ej 
und EF; je einen Kreis Ki, Kj, Ki vom Radius E;E; und bezeichnen den von 
E, verschiedenen Schnittpunkt von kK; und Ky mit E{ und den von ‘£; ver- 
schiedenen Schnittpunkt von Ki; und K; mit Ej (s. Fig. 1). Da E,E;E:E; und 
E,E,E,E; spharische Rhomben sind, sind die Dreiecke F:E;E;, E:E,Ei und 
E;E;E; inhaltsgleich. Foiglich ist der auf der ,ndrdlichen* Hemisphare liegende 
' Bogen des Kreises E(E;E; der Ort derjenigen Punkte, die mit den festen 


6 Vgl. die unter ? und ‘ angefiihrten Aufsdtze, oder die Autgabe 35 von H. Daven= 
port und G. Hajés in Matematikai Lapok, 2 (1951), S. 68. d 
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Punkten E; und &; inhaltsgleiche Dreiecke bilden. Nun. liegt der Punkt EF, 
einerseits auBerhalb oder auf dem Rand der Kreise K;, K;,  andererseits 
innerhalb des Kreises Ki, da sonst der Radius des Kreises E.E;E, im Gegen- 
satz zu der obigen Bemerkung =a wire. Folglich liegt E, ,oberhalb“ oder 
auf dem Rand des Lexellschén Kreises E/E;E;, womit unsere Behauptung fiir 
E;E;< 90° bewiesen ist. 

Es sei nun £;£; > 90°. Da wir den Fall n—=3 ausgeschlossen haben, 
ist andererseits E;E;< 120°, folglich kénnen Ex und die Kreise K;, K; wie 
oben definiert werden. Wir betrachten das sphdrische Dreieck Fj E?£E}, wobei 
E; und Ej die antipodischen Punkte von E; und E; bezeichnen. Jeder auf 
der ,nérdlichen* Hemisphare liegende Punkt dieses Dreiecks bildet mit E; 
und £; als Ecken ein Dreieck, das E;E£;E;. enthalt. Das Dreieck Ej, E; E# enthalt 
wegen £;EF;.—= E;E;. > 90° das auBerhalb kK; und K; liegende Teilgebiet der 
ndrdlichen Hemisphdre (s. Fig. 2). Da aber £, in diesem Teilgebiet liegt, 
enthalt F;E;E,; das Dreieck £;E;E;,, soda®B F,E;E, = E;E;E; = T; ausfallt. 


Fig. 2 


Wir zeigen nun, daB die Seiten von 7, Kanten des Netzes N sind. Wir 
schlagen etwa um die spharische Strecke F,£, als Durchmesser einen Kreis 
K. Die Abstinde der iibrigen Ecken £;,...,£,, von £, sind 2 £,E,—a. 
Diese Ecken liegen also offenbar auBerhalb K. Folglich ist die Ebene von K 
eine Stiitzebene von H, die nur die Strecke E,E, mit H gemein hat. Daraus 
| E, tatsachlich eine Kante von H ist. 

“se Tainan die Flachen-, Kanten- und Eckenzahl des in 7,, enthal- 
tenen Teilnetzes von N mit f, k bzw. e, so haben wir offenbar 2k—=3f-+-n 
und e=n.. Nach dem Eulerschen Satz e—k+f=1 folgt hieraus 
f=2e—n—2 = n—2. 
Damit ist der Beweis beendet. . 
(Eingegangen am 10. Dezember 1951.) 
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OB OLEHKE MOBEPXHOCTEM ChEPUYECKUX MHOPOYTO.1bHHKOB 
M. MOJIbHAP (Becnpem) 


(Pesw me) 


Aptop jaét a1eMeHTapHoe AOKaszaTerAbCTBO Creaywulen Teopembt Ta6uxta u BaH 
nep Bapaena. 


NyctTh 4aH paBHOCTOPOHHHH CpePH4eCKHH N-yrOAbHHK CO CTOPOHOH paBHOi a, pac- 
CTOSHHE 1100bIX ARYX KEPWHH KOTOPOrO =a. Ecan ero naouaib 7;,, To 


T, 2 (n—2) T;. 


AoxaszaterbcTRO OCHOBbIBAeTCH Ha TOM, 4TO MHOFOyrOAbHHK pa3sOnuBaeTcA Ha Nn—2 
TpeyroabHHkKa ¢ NAOWAaIbO > 7, KaxKAbIN, 


SUR CERTAINS AUTOMORPHISMES A POINTS FIXES 
DES SURFACES FERMEES ORIENTABLES 


| ear 
G. GEORGIEV (Sofia) 
(Présenté par O. Varaa) 


Le but de cette note est la démonstration du théoréme suivant: 

Si la transformation topologique h(x) de la surface fermée orientable ®, 
de genre p>O en lui-méme, transforme une courbe fermée simple CC®, ho- 
motope a zéro également en elle-méme, il existe dans ce cas au moins un 
point fixe de ®,. 

Soit la transformation A(x) un automorphisme de la surface .fermée 
orientable ®, de genre p—1,2,...,1 ainsi que de la courbe fermée simple 
Cc®, homotope a zéro, [loc. cit., p. 57], 

h(®,) =, h(C)=C 
Il est évident que l'ensemble ®,—C se compose de deux composantes, 
-dont la frontiére commune est Ja courbe C elle-méme. L’un de ces deux 
domaines, désignons le par U, est homéomorphe au plan, mais le second 
ne posséde pas cette propriété pour p>0O. On aura évidemment 


U=U+C, FUU)=C, 
U et F(U) étant respectivement la fermeture et la frontiére du domaine U. 
‘De la relation h(U)=A(U)+C et de h(U)—h(U) on prouve que 
h(U)—hA(U) = C, c’est-a-dire 


F{h(U)] =C. 
La frontiére du domaine A(U) étant la courbe C nous aurions 
h(U)= U. 


parce que le domaine unique, dont la frontiére est la courbe Cet qui est 
‘homéomorphe au plan, est le domaine U. De cette maniére on aura h(U)= 
=—h(U)+C=U+C= U, c’est-a-dire 
(@) n(O) =U. 

oie: eee anon Kom6unaTopxaa Tononornma (Mocksa——Jlenuurpag, 1947), 
p. 137, § 7.- 
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La relation («) montre, que la transformation A(x) est un automor- 


phisme d’élément U. Mais dans ce cas, d’aprés le théoréme, [loc. cit., p. 201, 
§ 4], de L. BRouWER pour les points fixes, la transformation continue h(x) 
d’élément U en lui-méme posséde au moins un point fixe x, = /A(x,)€ Uc,. 

Signalons, que le théoreme n’est pas valable pour le sphére ®,. En 
effet, l’automorphisme A(x) de ®, qui fait correspondre au point x€ ® le 
point x’ diamétralement opposé a x ne posséde pas des points fixes, quoique 
h(x) transforme chaque grande circonférence CC®, en elle-méme. 

Notons aussi que la condition, que la courbe C soit homotope a zéro, 
est essentielle. En effet, l'automorphisme A(x) du tore ®,, qui fait corres- 
pondre au point x€®, le point x’ diamétralement opposé a x et situé sur 
le méridien passant par x, ne posséde pas des points fixes, bien que A(x) 
transforme chaque méridien CC®, en lui-méme. 


(Recu le 1. mars 1952.) 


O HEKOTOPbIX ABTOMOP®H3MAX C HEMNO/JIBU}KHbIMH TOUKAMU 
HOPMAJIbHbIX 3AMKHYTbIX OPHEHTUMPYEMbIX TIOBEPXHOCTEM 


lr. PEOPPHEB (Codus) 


(Pe3w Mme) 


B wacTOMWeM COOGUIEHHH yCTaHaBIHBaeTCA CrepyHOUlee CBOICTBO : 

Ecnu Tononornyeckoe OTOGpaxenne A(x) HOpManbHoii 3aMKHYTOH OpHeHTHPyemMOH 
novepxHoctH ©, powa p= 1 na ce6a oTo6paxaer npoctyto 3AMKHYTYWO AHHHW CC ®@, ro- 
MOTONHOK TOYKH TakKe Ha Ce6A, TO NPH 3TOM oTOO6paxkeHHH HMeeTCA, NO KpaitHei mepe, 
OAHa HENOABHKHAA TOUKA X) == h(x))E®,. 


UBER DIE CESAROSCHE SUMMIERBARKEIT DER 
ORTHOGONALEN POLYNOMREIHEN 


Von 
KAROLY TANDORI (Budapest) 
(Vorgelegt von G. A.exits) 


1. Einleitung 


Es sei w(x) eine im Intervall [a, 6] nicht-negative, L-integrierbare Funk- 
tion. Nehmen wir an, da auf einer Menge von positivem Mab w(x) > 0 ist. 
Betrachten wir das vollstandige System {p,(x)} der in [a, 6] zur Gewichts- 
funktion w(x) gehérenden orthonormierten Polynome; fiir diese Polynome 
besteht also die Relation 

6 


freoprpayaxa}) 


LL. (asi). 


Bezeichnen wir mit L%, die Klasse der in [a,6] mefbaren Funktionen 
F(x), fiir welche 


6 


[ w@fQo dx < 2 


gilt. Ist z. B. f(x) in [a, 6] stetig, so gehort f(x) zu Li. 
Fiir jede Funktion f(x)¢€L. existiert die Entwicklung 


fa) ~ S prs), 


| a= f wos (dx (Kab0 2 


die verallgemeinerten Fourierkoeffizienten der Funktion f(x) bedeuten. Be- 
zeichne s,(f;x) die 1-te Partialsumme dieser Entwicklung, d. h. 


Sv(f; x) => As P(X). 


Betreffs der Konvergenz fast iiberall der orthogonalen Polynomentwick- 
‘lung einer Funktion 5 CaN be hat Prof. G. ALExiTs! ein gewisses Analogon 


1G. Acexits, Sur la convergence des séries de polynomes orthogonaux, Commentarii 
Math. Helvetici, 16 (1943—44), S. 200—208. 
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des fiir Fourierreihen bekannten Satzes von KOLMOGOROFF—SELIVERSTOFF 
und PLESSNER® bewiesen. Prof. BELA Sz.-NAGy hat dieses Ergebnis unter 
viel schwacheren Annahmen verallgemeinert.? Bei ihm wird als einzige Bedin- 
gung gefordert, daé die Polynome in jedem, ganz im Inneren von [a, 5] 
liegenden abgeschlossenen Intervall gleichmaBig beschrankt seien. 

Prof. ALEXITS hat mir die Vermutung mitgeteilt, da die Entwicklung 
jeder zur Klasse Li, gehérenden Funktion unter dieser Bedingung fast tiberall 
(C, 1)-summierbar ist. In dieser Arbeit werde ich diesbeziiglich zwei Satze 
beweisen. Diese Satze und ihre Beweisfiihrungen sind den auf die ,starke 
Summierbarkeit“ der Fourierreihen beziiglichen bekannten Satzen von HARDY 
und LITTLEWOOD? 4hnlich. 


Satz 1. /st das Polynomsystem | p,,(x)} in einem Intervall [c, d|(asc<dsb) 
gleichmdpig beschrinkt, so besteht fiir jede Funktion f(x)€Li, die Beziehung 


be as aye! 
(1) nal <= [s.(f; x) —f(x)F- 0 
in [c, d] fast tiberall. 

SATZ 2. Ist das Polynomsystem | p,(x)} in einem Intervall [c, d|(axc <d <b) 
gleichmdgig beschrankt und die Gewichtsfunktion w(x) in diesem Intervall 
von oben beschrdnkt, so gilt (1) in jedem Punkte x€(c,d), in welchem f(x) 
stetig ist. Wenn aber f(x) im ganzen offenen Intervall (c,d) stetig ist, so besteht 
(1) in jedem Intervall [c+ 6,d—0] fiir jedes d>0 gleichmagig. 

Nach der Cauchyschen Ungleichung folgt aus (1) 

] n 
THT & [#9—L)| +0, 
also erhalten wir, wenn 
Jy SoOSFX) FYE) 
OnAf; x) n | 1 
bezeichnet, aus unseren Satzen die folgenden Ergebnisse : 


: 


Ist das Polynomsystem {p,(x)} in einem Teilintervall {c, d| von [a, b} 
gleichmapig beschrdankt, so gilt 


(2) 5, (f; x) + f(x) 

fiir jede Funktion f(x)€L?, in [c, d] fast tiberall. 

a Bleibt auch die Gewichtsfunktion w(x) in [c, d] beschrdnkt, so besteht (2) 
in jedem Punkte von (c,d), in welchem f(x) stetig ist. Wenn f(x) in {c, d) 


2 Siehe z. B. A. ZYGMUND, Trigonometrical series (Warszawa—Lwow, 1935), S. 253—254. 
Béta Sz.-Nacy, Uber die Konvergenz von Reihen orthogonaler Polynome, Math. 
Nachrichten, 4 (1950—51), S. 50—55. Verfasser beschd4ftigt sich in dieser Arbeit mit den 


allgemeinsten, zu einer Gewichtsfunktion der Form da(x) gehérenden orthogonalen Poly- 
nomsystemen. 


4 Siehe z. B. loc. cit.2, $. 237—239, 
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liberall stetig ist, so gilt (2) in jedem Intervall [c+-0,d—0] (0 > 0) gleich- 
mdpig. 

Sind die Bedingungen des Satzes 1, bzw. 2 in jedem ganz im Inneren 
von [a, 6] liegenden, abgeschlossenen Teilintervall {c, d| erfiillt, so ist die Ent- 
wicklung jeder Funktion f(x)€L%. in [a, 6} fast iiberall (C, 1)-summierbar, bzw. 
ist die Entwicklung jeder stetigen Funktion in jedem {c, d] gleichmdpig (C, 1)- 
summierbar. 


Aus der letzten Bemerkung ergibt sich auf bekannte Weise ® die 


FOLGERUNG 1. Wenn in jedem ganz im Inneren von {a, 6] liegenden, 
abgeschlossenen Teilintervall das Polynomsystem { p,(x)} gleichmadpig beschrankt 
istund die Gewichtsfunktion w(x) beschrankt bleibt, so bleiben die zu der (Clj= 
Summation gehérenden Lebesgueschen Funktionen 


(n=0, 1, 2,...) 


=0 


Ly (x) = i > We | potxpett dt 


in jedem ganz im Inneren von [a, 6] liegenden, abgeschlossenen Teilintervall 
gleichmapig beschrankt. 


Prof. BELA Sz.-NaGy hat mir die Bemerkung mitgeteilt, da man aus 
den obigen Ergebnissen folgende merkwiirdige Behauptung erhalt: 


FOLGERUNG 2. Gilt fiir die Gewichtsfunktion w(x)—-0 auf einer Menge 
Mc[c, d] von positivem Maf, so bleibt das Polynomsystem {p,(x)} in [c, a] 
nicht gleichmapig beschrankt. 

Betrachten wir namlich zwei Funktionen f,(x)€ Li, f (x)€ Li, die auf der 
Menge M verschieden, wahrend auf [a,6]—M einander gleich sind. Ware 
das Polynomsystem in [c,d] gleichmaBig beschrankt, so miifte nach unseren 
obigen Ergebnissen in [c,d] fast tiberall sowohl lim 1 On(fi3 X) = f,(x) als auch 


lim 9,(f,; 
koeffizienten a, nur diejenigen Stellen in Betracht kommen, wo die Gewichts- 
funktion w(x) von O verschieden ist, gilt in [c,d] fast tberall lim Von fis x) = 
= lim o,(f.;x), im Gegensatz zu unserer Annahme Fix) fal) fiir xe M. 


nso 


In Verbindung mit der Bemerkung von BELA Sz.-NaGy teilte mir Prof. 
P. TuRAN mit, daB man ein scharferes Resultat erhalt, wenn die Menge M 
ein ganzes Intervall ausfiillt. Dann wachst namlich die Folge {p,(x)} in einem 
Teilintervall exponentiell ; genauer : 


Verschwindet w(x) in einem echten Teilintervall {c, d| von [a, 6], so exi- 
stiert zu jedem Intervall ccc axsd’<d eine Konstante y==y(c',d’)>1 


=f,(x) sein. Da aber bei der Auswertung der Entwicklungs- 


5 Siehe z. B. S. Kaczmarz und H. Steinnaus, Theorie der Orthogonalreihen (Wat- 
szawa Lwéow, 1935), S. 157. 
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derart, dap fiir jedes x€{c', d’] die Beziehung 


lim pes >0 


besteht. 


Sei in der Tat P,(x) ein Polynom n-ten Geadan welches in xX, die 
Bedingung 


(3) Py (Xo) = 1 
erfiillt. Stellen wir das Polynom P,(x) in der Form 
Sve 
dar, so ergibt sich die Gleichung 
{Pew dx= DS Cs; 
und die Bedingung (3) ae die Form 


ay CyPr(X)) = 1 


v=) 


an. Nach der Schwarzschen Ungleichung gilt also 


~woraus die Abschatzung 


(4) J P=(x)w(x) dx= 
rm >» P(X) 


folgt. Sei alsdann x,€[c’, d‘] und betrachten wir die Funktion 


go) =f (=) 


g(x) ist ein Polynom héchstens n-ten Grades und erfiillt die Bedingung (3). 
Wegen unserer Annahme betreffs w(x) gilt 


b 4 


5) Je@m@dx—| ff )ecome ax 


Da aber eine positive Konstante = 9(x,) < 1 existiert derart, daB auBerhalb 
des Intervalls [c,d] 0<g(x)<% ist, ergibt sich aus (5) 


f g (x) w(x) dx < 9” fw) dx. 
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Nach (4) ergibt sich somit fiir jedes n die Ungleichung 


6 
1 ag 
———< 9" | w(x) dx. 


a Gy * 


Setzt man hier ®'==y, so folgt daraus wegen ye (x) = Konst. 7" die Be- 
hauptung. 
2. Beweis des Satzes 1 


Bekanntlich gilt 


b ‘ 
(6) sf; fe) = | w() K(x, )L)—f(x)] at, 
WoO 
K(x, )= ES Pr (x) Put) 
ist. Nach der Christoffel—Darbouxschen Formel laBt sich K(x, t) in der Pe 
Posi (X) Po (t)—Po(X) Pos (1) 


K, eG We 
(x 7 Qy41 tax 
schreiben, wo a, den Koeffizienten der Potenz x’ in dem Polynom p,(x) 


bedeutet.* Fiir diese Konstanten os die Beziehung ‘ 


=O(1 
@ agli 
Sei x ein ingerer Punkt des Intervalls [c,d] und a so groB, dab 
eee a <x 4— <d gelte. Zerlegen wir das Integral (6) im Fallel1<»sn 


folgenderweise : 


] 1 
ea tae 


s(fi)—f(2)= (f + ) + | ) w(t) Ko 6) [409] a= S19) 


ene ats 
n 


Mit Hilfe der Ungleichung von MINKOWSKI erhalten wir: 


Bae J ll »)— 10" <> 2 yc 
= Sx) + SH(x) + SQ). 


Buri Beweise des Satzes 1 werden wir zeigen, daB jedes “Glied der rechten 
Seite in [c, d| f. i. a. nach O konvergiert. 


6 Siehe z. B. G. Szeaé, Orthogonal gigs (New York, 1939), S. 42. 
7 Siehe z. B.-loc. cit. 3, S. 53. 4 
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Betrachten wir zuerst S$?(x). Da das Polynomsystem in [c,d] gleich- 
mabig beschrankt ist, ergibt sich die Abschatzung 


1 1 
at+— + 


ise (x)| = | w(t)K,(x, O[F()—f(x)] dt| S07) | w(t)| S(O—f(x)| dt= 
{8) ce Fe n 
= 00)} | w(x +o) f(x v=) f(x) dr + J w(x—v) |f(x—v)—f(x)| do, . 


Es ist klar, dah 
w(x+v)|f(xtv)—f(x)| = 
= |w(xt f(x v)—w(x)f(x)| + |f(x)| [w(x v)— w(x)| 
gilt. Da w(A f(t) und w(t) integrierbare Funktionen sind,* besteht ? 
Yin ifn 
Jimotofert wef] dy=o[—], [wet y—w(n)|do—o(+| 
; | 


0 


f. ii..a. Aus (6) folgt 1(2)—o(~], voraus sich SS?(x) +0 in [e, d] f. ii. a. 
ergibt. . 

Wir zeigen nun, daf'auch S{"(x) und S$?(x) in [c, d] f. ti. a. nach O kon-— 
vergieren. Den Beweis fiihren wir nur im Falle S{?(x) durch, der Beweis fiir 
S°3 (x) ist ahnlich. 

Mit Hilfe der Formel von CHRISTOFFEL—DARBOUX erhalten wir die 
Gleichung 


1 


x2-— 


x)= | wD OS] K(x, 0 dt= 


1 1 
x — x — 


Da das Polynomsystem {p,(x)! nach Annahme im Intervall [c, d] gleichmabig: 
beschrankt ist, besteht wegen (7) /{?(x) = O(1)c.(x) + O(1)ci(x), wo c.(x) 
den 7-ten verallgemeinerten Fourierkoeffizienten der Funktion 


S(t\)—f(x) 


1 
f—x jaxtsx—1), 


g&(t)= 
Ovo voton( alias) 


® Nach der Schwarzschen Ungleichung folgt aus f 4 Li. dab wf im Lebesgueschen 
Sinne integrierbar ist. 


® Siehe z. B. loc. cit. 2, S. 30. 
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bedeutet. Es is klar, daB PHOEL. gilt, da he im Intervall a x1 be- 
schrankt bleibt. as f.. 

Auf Grund der Ungleichung j«+ 3/?)<2(\@)?+|@?) erhalten wir somit 
die Abschatzung 


\ i| a . th 4 N O(1) ae ‘3 O(1) ” . 1/2 
) ae 2) Se SOOT nt] P c2ai(x)| = 
Be) VS at 
STi las OO 


Nach der Parsevalschen Formel ist 


rapt 
n 


Petes) 


V/n 


Wir wollen nun die Funktion 


®,(h) = | w(x—v) [f(x—v) f(x) do 


abschatzen. Es ist klar, daB die Ungleichung 
w(x—v) [fx—v) —f() P= [Vw —) f(x +) — Vw(e—2) f() PS 
<2 {(/w@—) fo —) —V OOP + FOUN WE—)—JRP} 
gilt. Da / w(t)f(t) und Vw(t) L-integrierbar sind,'® folgt 


1/n 
| [wv flx—») — Vw fF do—o oli =| 
1/n 


} [Vw@—v) —|w@)P dno (2 


0 
f. ii. a.,"1 mithin gilt f. di. a. auch o,(1|—o[4 } Partielle Jmperaiion fiihrt 
also zur Abschatzung 


fice fo =f) } gy —[240]* 4. i 2.0) gy 


ao. 
== 0 (0) 4: o(u-*) dv =o0(n). 
1 
10 Nach der Schwarzschen Ungleichung folgt namlich aus Fe Lo und wé€L, dab 


Exiga und )w€L ist. 
11 Siehe z. B. loc. cit. 2, S. 237—238. 
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Nach (9) und (10) folgt daher, daf S(x) in [c,d] f. a. a. nach O konver- 
giert, womit der Satz 1 bewiesen ist. 


3. Beweis des Satzes 2 
Satz 2 laBt sich ahnlich beweisen, wie der Satz 1. Wir haben nur statt 
(8) zu beachten, dafi die Abschatzung 
1 1 
et — 2+ — 


f mK, OOF] dt| < OC) | If—FC9| dt 


s- z-— 
n nn 


[192 (x)| = 


wegen der angenommenen Beschranktheit von w(x) in [c, d] gilt. Wenn f(x) in 
dem Punkt x, stetig ist, so ist 


1 
Xot— 
n 


(a 
J \O—Fex9| dt = o(4). 
a2 | 
Ist f(x) sogar im ganzen Intervall stetig, so besteht diese Relation in jedem 
ganz im Inneren von [c, d] liegenden, abgeschlossenen Intervall gleichmabig- 
Der Beweis des Satzes 1 mufS noch an einer anderen Stelle ‘abgeandert 


werden: Wir zerlegen das Integral (10) folgenderweise : 


1 1 
xs-—- z- — 
n 


: sail Dl Jina MN, FS abbots 
sew— { w(t) [beasts w) at=| | us | | wie) LO= A | dt. 
Da w(x) nach Annahme in [c,d] beschrankt bleibt, folgt daraus 


Feesow+roay f [ML] at 


Wenn aber f(x) in dem Punkt x, stetig ist, so besteht 


(| [oe OH fedy dt =o(n). 


Daraus ergibt sich, wie im Beweis des Satzes 1, durch partielle Integration 
2 : : a : 
>, Co(X) = 0(n). Es ist leicht zu sehen, dab Pa Cy(X)) = 0(n) in jedem ganz 


im Inneren von [c, d] liegenden Intervall gleichmaBig erfiillt ist, wenn F(x) in 
(c, d) stetig ist. Aus (7) folgt also, daB S{")(x) an jeder Stetigkeitsstelle x €(c, d) 
nach O konvergiert, und wenn f(x) in (c,d) iberall stetig ist, so ist die Kon- 
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vergenz im jedem ganz im Inneren von [c,d] liegenden, abgeschlossenen 
Intervall gleichmafig. 


BEMERKUNG. Aus dem Gang des ganzen Beweises ist ersichtlich, daf 
der volle Hardy—Littlewoodsche Satz iiber starke Summierbarkeit unter 
zusatzlichen Annahmen tiber das System {p,(x)} auch fiir orthogonale Poly- 
nomentwicklungen gilt. 


Ill. MATHEMATISCHES INSTITUT 
DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT VON BUDAPEST 


(Eingegangen am 8. Marz 1952.) 


6 Acta Mathematica 


82 lk. TANDORI; CESAROSCHE SUMMIERBARKEIT ORTHOGONALER POLYNOMREIHEN 


O CYMMABH.IbHOCTH PAIOB OPTOTOHAJIbBHbIX MHOTOUWJIEHOB 
B CMbICJIE 4ESAPO 


K. TAHJOPH (Byganewr) 


(Pe310 Me) 


Iycrb {p,(x)} OpToroHanbHad OTHOCMTeEAbHO MyHKUHH W(x) H HOPMHPOBaHHaA CHCTeMa 
MHOrO4.1eHOB, ONpegeaGHHay Ha OTpeskKe [a, b]. ABTOp AOKa3bIBaeT, 4TO ECW CHCTEMa MHO- 


rOW1CHOK PaBHOMePHO OrpaHH4eHHa Ha OTpeske [c,d] (axc<d=b), To Aan nw6oii 
b 


cpyHKunn f(x) Ha OTpeske [c, d] CnpaBeaMBO nouTH Bespe (1); ECan TOAbKO { f2(x) w(x) dx <ce 


a 
(reopema 1); ecan eué uv w(x) OrpaHn4ueHHa Ha oOTpesKe (c,d), TO (1) CnpaBeganBO AAA 
060K TOUKH HeNpeppiBHOcTH f(x), a ecan f(x) HenpepbisHa Ha (c,d), TO (1) paBHOMepHO 
cnpaneaauba Ha 11060M 3aMKHYTOM OTPeske, AexKauleM BHYTPH (c, d) (reopema 2). 

U3 Treopembt | coraacHo 3sameyanno B. C.-Hagb caemyet, 4TO ecaAM Ha HEKOTOPOM — 
MHOKECTHE MO.1OKHTC.IbHOH MEPbI, ABAAIOLUEMCH 4aCTbHO [c,d], w(x) paBHHeTCH HyaWw, TO — 
CHCTEMA MHOPOU.CHOK HE MO*KET ObITh PABHOMEPHO OrpaHHyenHa Ha [c, Z]. 

Padota cogepxnt pesyaptat I]. Typauka, coraacHo KoTOpomy, ecan w(x)=O na 
[c,d], TO aaa aw6oro OTpesKa Cc’ SX Sd’ < d MORHO HaliTH TakyH y=y(c', d’), 4TO 
Aaa aw60K TouKH x€[c’, a’ 


lim [Pn(x)|/7" > 0. 
n>o 


UBER DIE STARKE (C, 1)-SUMMIERBARKEIT 
VON ORTHOGONALEN POLYNOMREIHEN 
Von 
GEZA FREUD (Budapest) 

(Vorgelegt von G. Atexits) 


1. Einleitung 


K. TANDORI [7] hat in der vorstehenden Arbeit bewiesen, da& der 
bekannte Satz von HarDy und LITTLEwoop [3] iiber die starke (C, 1)- 
Summierbarkeit der Fourierreihe fiir eine recht allgemeine Klasse von ortho- 
gonalen Polynomreihen verallgemeinert werden kann. Genauer formuliert, 
zeigt TANDORI folgendes: Sei p,(x), p,(x),... die Folge der im Intervall (a, 5) 
durch die L-integrierbare Gewichtsfunktion w(x) =O eindeutig bestimmten 
orthogonalen normierten Polynome, wo p,(x) das Polynom n-ten Grades 
bedeutet;! gilt in einem inneren Teilintervall (@, &) von (a, 6) 


(1) mere (c= 0,7,"):) 


(mit K unabhangig von n), ist ferner f(x) meBbar und w(x)[f(x)] L-integrierbar 
(im Folgenden kurz: f€L*(w)), so ist die Entwicklung 


(2) fle)~ Saspelx), av f fC) pu(x)w(x) ax 


von f(x) in (a, @) fast iiberall (kurz: f. ti.) stark (C, 1)-summierbar. 

Wir wollen zeigen, daB die Satze von TANDORI wesentlich verallgemeinert 
werden kénnen, da wir beweisen, dab statt (1) schon die schwachere For- 
derung | 


(3) > [f= O(7) 
geniigt. 

Wir zeigen ferner, daB es geniigt das Erfiilltsein von (3) nur fiir ein 
festes x anzunehmen, die (C, 1)-Summierbarkeit folgt dann aus der lokalen 
Bedingung (4). 


1 Wie iiblich, sei der Koeffizient von x” in p,(x) positiv. 


6* 
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Die Bedeutung dieser Verallgemeinerung liegt u. a. auch darin, dab (3) 
schon dann erfiillt ist, wenn w(t) in einer Umgebung von x f. ti. eine positive 
untere Schranke besitzt. 

Obzwar (1) fiir die klassischen Jacobischen Polynome erfiillt ist, scheint 
keine allgemeine Eigenschaft von w(x) bekannt zu sein, durch welche das 
Bestehen von (1) gesichert ware. Die in der Literatur vorhandenen hinrei- 
chenden Bedingungen enthalten starke Voraussetzungen tiber w(x) (BERNSTEIN 
{1], GeRonimus [2], Korous [4],* SzeG6 [6]*), ergeben aber auch mehr als 
es in (1) gefordert wird, namlich Asymptotik bzw. das Bestehen von (1) im 
Inneren des ganzen Orthogonalitatsintervalls. 


2. Satze und Folgerungen 
Satz I. /st (3) an einer Stelle x (a< x <b) giiltig, f(x)€ L’*(w) und 


xth 


(4) gah) — J w(DLO—F@)F dt = 0(\h)), 
so folgt . 
(5) lim rene > |su(x)—f(x)| = 0. 


Sind (3) und (4) in einem Intervall (a@,8,a<a<f<6b, gleichmafig erfiillt, 
so gilt (5) in jedem inneren Teilintervall von («, 8) gleichmdfig. 

Satz Il. Sei 
(6) — w(x) >m>0 
in einem Teiliftervall (a, 8) von (a, 6); dann ist (3) in jedem inneren Teil- 
intervall von (a@, 8) gleichmadfig erfiillt. 


Ist fEL*(w), so ist die Bedingung (4) f. ii. in (a, 5) erfiillt (TANDORI 
[7]), also ist die (C,1)-Summierbarkeit von (2) in (@, 8) f. ii. gesichert. 
Weiter folgt nach einem Satz von ZyGMUND [8] der 


SaTZz III. /st (3) in jedem Punkt x einer Teilmenge E von (a, b) erfiillt, 
so ist (2) in E f. ti. stark (C, 1)-summierbar. * 


Ist 

(7) M>w(x)>m>0 fiir @<x<8, 

so besteht (3) nach Satz II gleichmaBig in jedem inneren Teilintervall von 
2 S$. auch Szeaé, loc. cit., Theorem 7.1.3, S. 157. 


3 Theorem 12.1.6, S. 291. 
4 Die starke (C, Kel ia bedeutet bekanntlich, dab 


lim 
in Se fcmew 


Ys (x) —f@)P = 
giiltig ist. 
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(«, 8); ist auBerdem f(x) in (@, ) Stetig, so gilt (4) gleichmafig in jedem 
inneren Teilintervall von («, @). Hieraus folgt nach Satz I, daB auch (5) gleich- 
maBig in jedem inneren Teilintervall von («, 6) erfiillt ist, so daB auch de: 
folgende Satz richtig ist: 


SATZ IV. Es sei (7) erftillt und f(x) stetig in («, 8); dann konvergieren 
di2 arithmetischen Mittel der Teilsummen von (2) gleichmdfig in jedem inneren 


Teilintervall von (a, 8) gegen f(x). (Verallgemeinerung des Approximations- 
satzes von FEJER.) 


3. Beweis des Satzes I 


Es seien n und » =n nichtnegative ganze Zahlen. Nach (2) ist 


8) Q)— > apc) = | Kx, of (w(p at 
mit : 
Be Ke > at =p PBOR OP pO 
-wobei nach der Ungleichung von SCHWARZ 
$ 
(10) O<y,= | p(t)prii(t)-tw(t) dt < Max (\a|, |b’) 
ist. Aus (8) und (9) erhalten wir 
(11) Sy(X)—F (x) = Av —7, Dori (X) By +7, Po (X) Bost 
mit ; 
(12) A= | Kix, DLO—L(x)] w(0 dt, 


a3) B= { ALO pywoat+ | = pwear 
Wihlen wir die Konstante c>0 so, daB a<x—c<x-+c<b6 sei. Aus (12), 
(9), (3) und (4) folgt dann wegen y<n: 
Als( | UO—feoEw( at)" (| [Koc oF at) = 
(14) Hi : 
” Yy 
=o(ny( & tak] 000. 
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Nach (13) ist B, der »-te Koeffizient der Orthogonalentwicklung von 


es 0 fiir xO <t<xtooqr 
f()—f(@) fiir t< 
t—x 


pany 


1 WEP 
also folgt aus der Besselsehen Ungleichung und (4): 


ay nt b 


S 8 = J [FOF w) dt+ J [FOP w()dt= 


ara ss 
n+l 


e 


In 
yl 


ws =LeeseT fea, Peas 


es) Dye 
+2 | oy dt = 0(0). 


> c 
TH 


Da nach Annahme > i. (x)]}’ = O(n) ist, ergibt sich somit 


hh (Rete 
(16) ¥ \p.(x)| Bel s(¥ taco} (SB!) = O(@%o(a") = a(n) 


und ahnlicherweise 


(17) > | Pew (x)| |By| =0(n). 
Aus (11), (10), (14), (16) und (17) folgt 
(18) y} |sy(x)—f(x)] = o(n). 


Sind (3) und (4) in (a, 8) gleichmaBig erfiillt, und ist (a, &) ein inneres Teil- 
intervall von («, 8), so kann fiir jeden Punkt in (a, 4) dieselbe Konstante c 
gewdhit werden, (18) gilt also in (a, &) gleichmabig. 
4. Beweis des Satzes Il 
Bekanntlich is An(x,x) die genaue obere Schranke von jz,(x)|*?, wenn 
y(x) die Polynome héchstens n-ten Grades durchlauft, welche der Bedingung 


(19) fiz.QPwO ats 
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geniigen.® Im Weiteren bezeichne 7, (f) dasjenige der (19) geniigenden Poly- 
nome, welches den Wert der oberen Schranke | 77, (x)|? = K,,(x, x) tatsachlich 
annimmt. Aus (19) und der Forderung w(x) => m>0 folgt, dab 
B 
m{|m(f)Pdt<1 


ist, also besteht nach dem schon benutzten Szegdschen Hilfssatz 
(20) m|\n,(x)/'= mK, (x, x) < D> [pr(xoJ', 


wobei (P:(x)} die dem Grade nach ansteigende Folge der in (a, @) zur 
Gewichtsfunktion w*(x)==1 orthogonalen und normierten Polynome bedeutet. 
Es gilt, wie leicht ersichtlich, 


(21) pi(x) = y+ p,( 14.244], 


wo P,(x) das Legendresche Polynom vom Grade » mit der tiblichen Nor- 
mierung P,(1)—=1 bedeutet. Nach einem klassischen Satz von LAPLACE (vgl. 
z. B. LENSE [5]°) gilt in w gleichmabig 


(22) P,(u) = O(v"*) 


in jedem ganz im Inneren von (—1, +1) liegenden Teilintervall. Aus (20), 
(21) und (22) ergibt sich mithin’ 


(23) K;,(x, x) = 2 [p.(x) = O(n), 
w. z. b. w. ¥ 


(Eingegangen am 5. Mai 1952.) 
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O CUJIbHOA CYMMABVJIbHOCTH (C, 1) OPTOTOHAJIbHbIX PSA/IOB 
MHOrO“4JIEHOB 


r. @PAMI (Byaanewr) 


(Pe3 Me) 


Hycts po(x), p; (x), ..., Pn(X),... @CTb MOCHeEMOBATeENBHOCTH OPTOrOHaAbHBIX MHOrO- 
4WI€HOB Ha OTPeske (a, 6) OTHOCHTEbHO BECOBOK thyHkuHH W(x) => O (cTeneHb p,(x) ecTb Nn), 


FIN EL*(W), 


(I) f(x) ~ > av po(x) 
v=0 

K 

(Il) s(x) = > avpo(x) 
v=0 


/loxasbipaem Cnepyroulne TeOpemMpl: 
Teopema lI. [yctb npn nexoropom x, rae ac x < 6, 


(ill) > (p»(x))° = O(n) 
+h 
(IV) |» —FeoF dt = o(\h)); 
Tora 
(V) lim | F150) —f00)| =0. 


n=O ntl fo 


Teopema 2. Nycth ac<a<fcbu w(x) >m>0, ecan asx, rae m ue 
3aBHCHT OT X. Torga (III) paBHOMepHO BbINOAHAeTCA Ha T1060M OTPe3ke BHYTpH (a, 2), OTKya, 
UCNOAb3ytO Teopemy I, CnenyeT, 4To (V) cnpaBepaHBO NOTH Besfe Ha oTpeske (a, (). 

Teope M a 3. Ecau (Ill) cnpaseannupo Bo pcex TOUKax MHOKeCTBRa E E(a, 6), to 
NOTH B KAKAOW TOUKE MHOMKECTBRA E 

lim 


n-—-> @ 


n 


[OST =0. 


Teopema 4. Ecma<ca<f@<buM > w(x) >m>0, ean a<x<3,Mum 
H€ 3aBMCHT OT x, f(x) HeNpepbiBHa Ha OTPesKe (a, 6), TO apudmeTu4eckne cpeqHHH psa (I) 
PaBHOMEPHO CxonATCA K f(x) Ha 11060M OTpesKke MeKALIEM BHYTPH (a, 4). 


UBER DIE KONVERGENZ ORTHOGONALER POLYNOMREIHEN 


Von 
GEZA FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von G, Atexits) 


Einleitung 


Wir wollen zwei bekannte Satze aus der Theorie der Fourierreihen, 
uzw. das Konvergenzkriterium von DirRICHLET—JORDAN und das Konvergenz- 
kriterium von HARDY—LITTLEWOOD auf eine mdéglichst allgemeine Klasse von 
orthogonalen Polynomentwicklungen ausdehnen. 

Es sollen c,,¢,... positive absolute Konstanten bedeuten. Es sei e(x) 
eine im .Intervall [—1, +1] definierte, L-integrierbare, nicht-negative Funktion, 
welche der Bedingung 


(1) e(x)<0(1—x*) 
geniigt. Es sei P,(x), P(x), ..., Pr(x),... die Folge der normierten orthogonalen 


Polynome,' die zur Gewichtsfunktion o(x) gehdren: 
+1 


(2) | ef) Pat) Pa(t) dt = Sun. 


Wir beschranken uns auf solche (x), fiir welche die Orthogonalpolynome 
P,(x) im ganzen Intervall [—1, +1], in 2 gleichmaBig der Ungleichung 

(3) | Pn(x)| < cs(1 —x*)™ 

geniigen.? Sei f(x) eine Funktion, die in [—1, +1] mit o0(x) multipliziert 
L-integrierbar ist; in einer kleinen einseitigen Umgebung der Stellen —1 und 
+1 sei sogar o(x)[f(x)} L-integrierbar.? Die Entwicklung dieser Funktion 
nach den P,,(x) lautet: 


(4) fa~ > a,P,(x), Wo dn= | o(t)Pr(t)f(t) dt. 


1 P,(x) ist vom n-ten Grade, der Koeffizient von x” in P,,(x) ist positiv. 

2 Fiir die Folge der normierten Jacobischen Polynome {P‘“®)(x)} mit e(x) = 
= (1—x)*(1 +x)* a>—1,6>—1 sind (1) und (3) erfiillt. (Vgl. G. Szecd [5].) 

3 Vgl. auch die Bemerkung am Ende dieser Arbeit. 
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Wir werden folgende Satze beweisen: 


Satz A. Vorausgesetzt wird (1) und (3). Bezeichne (5,540) ein inneres 
Teilintervall von [—1, +1]; f(x) sei von beschrdnkter Variation in (E1, £2) 
und stetig an der Stelle &, wo §&<&<§,. Dann konvergiert die Reihe (4) fir 
x==& gegen den Grenzwert f(&). Ist ferner f(x) im ganzen Intervall (Si, 5) 
stetig, so ist die Konvergenz in jedem inneren Teilintervall von (&,, 5.) gleich- 
mdpig. (Verallgemeinerung des Kriteriums von DirRICHLET—JORDAN.) 


Satz B. Vorausgesetzt wird (1) und (3), ferner sei v>0, a,=- O(n) 
und set 


a % l 
(5) fE+N—f8) =o 56 7h] 


an der Stelle § (—1<§<+1) fiir h—+0. Dann konvergiert (4) an der Stelle 
x= gegen f(<). (Verallgemeinerung des Kriteriums von HARDY—LITTLEWOOD.) 
- Zum Beweis dieser Satze werden Abschatzungen fiir Integrale der Form 


(0(x) Pr(x) Pa(x) dx und eine Ausdehnung des Lokalisationssatzes von 


RIEMANN auf Systeme von Orthogonalpolynomen benutzt. 


Hilfss&tze 


LEMMA |. Aus (1) folgt, dag man zu jedem £ (—1<§<+1) Polynome 
hochstens 2k-ten Grades qu(x, ©), Qu(x, §) (kurz: Qx(x) und qx(x)) angeben 
kann, fiir welche in jedem inneren Teilintervall von (—1, +1) in & gleich- 
mdapig 
‘f 1 fir —lex<6§, 


sae WIE DSA GOD) oO for sexctl 
und 
+1 
(7) J e@)1Q(—a(] dx 0(4) 
‘It 1 
gilt. 


Bewels. Einer bekannten Polynomkonstruktion von MARKOV [4], [3] folgend, 

gibt es Polynome Q,(x) und g.(x) von niedrigerem Grade als 2k, welche (6) 
erfiillen und der Ungleichung 

+1 

| @(X)[Qu (x) —Qu(x)] AX < Age An vat 

1 
geniigen. Dabei bedeuten &, und &x.vs1 die in den zu & ndachstliegenden 
Grundpunkten gebildeten Cotés’schen Zahlen der Gaussischen mechanischen 
Quadratur k-ter Ordnung mit der Gewichtsfunktion e(x). Wenden wir die im 
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Anhange der Arbeit [3] stehende Erdés—Turansche SchluBweise mit 
1 1—x°\! a4 
(kK=f-1f Cy. -1-1(x) bes} drab 


an (vgl. [1]), so folgt 


70, (X) = 


1 
A a. O fa == Ay v4. 


LEMMA Il. Vorausgesetzt (1) und (3), gilt in jedem inneren Teéilintervall 
[«, 6] von (—1, +1), falls «<2,<& <8, die Abschdtzung 


® | eeP.eP.eax—o( 1), 
i, {2 —m| 
in & und &, gleichmdfig. 
BEwEIs. Es sei 
C1 ford <x-< &, 


9 x36, &)= : 
(9) g (X55, &) | O fir x = oder x=&, 


ferner 
(10) Ri (X) = Qe (x, 52) — u(x, 6), rex) = Ge (x, &.)— Qu (x, &). 
Der Grad der Polynome R,(x) und r,(x) ist héchstens 2k, und wegen (6) 

und (7) geniigen sie den Ungleichungen 


(11) Fe(X3 &, Es) <p (x3 &, &) SRe(X &, &) 
und 

+1 ' 
(12) f e@R)—n@) dx = [1] 


-1 

gleichmaBig in &, und &, wenn «<£,<&<f. Wir konnen ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit voraussetzen, daB |n—m| > 4c. + 4 ist. Sei sodafn k ganz mit 
(13) 2k—=|n—m\|—2[2c,]—3, oder 2k= |n—m|—2[2c,]—4 


und wir bilden das Integral 


i 0 (x) Px (X) Pa» (x) (12°)?! dx = 
2 
+1 
= [ 0(x)Pa(x)Pm(x) I=) [gs 8, BOG 8 SY dx + 


=} 
+1 
+f 0x) Pa(x) P(x) (1=X)P MH res BE dx, 
| 


(es ¥ sh" SP). 
Das zweite Integral an der rechten Seite verschwindet wegen der Orthogona- 
litat der P,(x). Ist namlich z.B. 2 >™m, dann ist wegen (13) der Grad des 
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Polynoms P,,(x)(1 —x)Plt! r(x; ©, &”) niedriger als n. Das erste Integral auf 
der rechten Seite ist dem absoluten Werte nach — wegen (3), (6) und (7) 
— kleiner als 


+1 
C3 f 0(x) [Ri(x3 &, FY — 1 (x; &, & | dx = O (4 ; 
=I 


also ist 


wn” 


Foeomencooa—Pae=o[1]—ol gar) 


letzteres wegen (13). : 
Durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt 
endlich . 


, 


é 


| 0(x) P,(x) P(x) dx = (1—ey Pr | 0X) Po(x) P(x) (122)! dx + 
=; & 


+ (18-511 | 06) P, (x) Pa) (12)! dx = o(- a] 


w. z. b. w. 
Alle Abschatzungen gelten fir a<&<£ <Q, falls —1<a<P<+], 
in & und & gleichmdabig. ; 


LEMMA III. Fiir den Kern 
n-1 
(14) D,(x, )—= DB! Pr(X) Pa 


des orthogonalen Polynomsystems {P,,(x)} gelten fiir —1 <ae<x,&<8<+1 
die Abschdtzungen Mi 


3 1 . 
(15) Dale) =0( =e] 
und 
(16) D,,(x,§) = O(n) 


in x und & gleichmapig. 


Bewels. Nach der Christoffelschen Summenformel (vgl. [5], S. 42) ist 


(17) D,(x, 8) =y, SA) PEK PO AG . 
wobei ‘ : 
+1 
(18) EE Oo | (x) X P(x) Pri(x) dx <1. 
a = 


* Vel. G. Acexirs, Commentarii Math. Helv., 16 (1944), S. 200—208. 
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Die Abschatzung (15) folgt also aus (3) und (17), wahrend (16) aus (3) und 
(14) folgt. 
_ Aus Lemma Ill ergibt sich 
41 


(19) | e@[D. (x, | dx = O (log n). 


Wir bemerken, da® (19) schon aus schwdcheren Voraussetzungen ‘folgt [6]. 


LEMMA IV. Vorausgesetzt (1) und (3), gelten mit festen x, und x, 
(—1<x,<&<x<+1) fiir ein beliebiges y>0O die Abschdtzungen 


(20) | | o)DiG, 5) dx sept fiir ores 
s+ 

und 
are. 

(21) | 0(x)Dn(x, §) dx coe fir x <b—1L. 


Ist [«, 6] ein inneres Teilintervall von (—1, +1) und «<x,< xX, <F, so ist 
Cs,C, nur von « und 8 abhdngig. 
Bewels. Nach (17) und dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung 


gilt ; 
feed.) ax = wt | e@P.@ Px)—P.OP. 1] dx 
a E+ a 


Somit folgt (20) aus (3), (18) und Lemma II mit m—0; analog beweist 
man (21). © 
Beweis des Lokalisationssatzes 


Die Funktion f(x) soll die Forderungen der Einleitung erfiillen, ferner 
sei im Intervall (&,, &) fast tiberall S(x) =0. Uber o(x) soll nur vorausgesetzt 
werden, daB es in jedem inneren Teilintervall von (—1, +1) beschrankt ist, 
und da® die Polyriome P,(x) in jedem inneren Teilintervall von (—1, + 1) 
dem absoluten Wert nach unter einer von n unabhangigen Schranke bleiben. 
Dann konvergiert die Reihe (4) in jedem inneren Teilintervall von (&, &) 
gleichmaBig gegen den Grenzwert Null. fe 

e sei eine feste positive Zahl. Wir wahlen / so klein, daB fiir ein inneres 


Teilintervall (&;, £3) von (§,&) fir & =& = 5 


122) i 0(x) [£2 Jas < &, : | o(x) 2) ae <# 


1-h. ° 


-l 
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gleichmasig in & gilt. Nach (3) ist die Polynomenfolge P,(x) in [—1~-h, 1—h] 
gleichmaBig beschrankt, und ihre Schranke sei M(A). Nun k6énnen wir ein 
Polynom -t;:(x) finden, fiir welches 


(23) | 0(a) £0. — n;(x)|dx < MG 

und | 

(24) fe@bwpax<¢, foo ftyPax<é 
a 1-h 


< 


gilt. Die Integrale an den linken Seiten von (22) und (24) sind in §& stetig, 
also bleiben diese Abschaétzungen mit demselben (x) giiltig, falls = um 
seinen urspriinglichen Wert in einem kleinen Intervall variiert. Nach dem 
Heine—Borelschen Uberdeckungssatze kann man also z:;(x) fiir jedes innere 
abgeschlossene Teilintervall von (&,, &) aus einer endlichen Folge von Poly- 
nomen 7,(x), 7,(x),...,72(x) wahlen. N sei eine positive ganze Zahl, die 
groBer als der Grad der einzelnen Polynome 2,(x) ist, und es sei die ganze 
Zahl n>N. Ist s,(&) die n-te Teilsumme der_Reihe (4) fiir x=& dann 
ergibt sich 


+1 
s,(&) mat e(x) D(x, ) (f(x) —(x—$) (x) ] dx = 
+1 


25) =r. | eo) IPLOP.1@—P. 1) PO] LX — aye] dx — 


= bare bert: | 


-1 -l+h 12k 


Der Integrand ist, ungeachtet beschrankter konstanten Faktoren, eine Summe. 
von zwei Gliedern der Form 0(x)P,(x) 


wegen (22) und (24) 


2, — neo], In [1—A, 1] wird 


J 2291?) LO. —ngQe 


1-h 


1 \U2s(e 
fecotPcorax] ( [ec 


dx< 


(26) <| 


| f o. sh nu(a)} dx < 


12h j 
1 1 


<(2 foc] LJ ax+2 for tmoorax) <2¢ 
1 


1-h -h : 
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~14+h 


dx. Im 


und eine ahnliche Abschatzung gilt fiir 


= 


Intervall (—1+A, 1—A) gilt wegen (23) und |P,(x)| SiMe) 


0(x)|P, ray eS. Kx d(x) 


1-h 


(27) | ee Paco LL) LO, — n(x) 


—I+h 


ax cs. 


Aus (25), (26), (27) folgt 
lim s,(§) = 


n=O 


gleichmaBig in jedem inneren Teilintervall (&,&) von (&,, 5), w.z.b. w. 


Beweis des Satzes A 
Aus (1) und (16) ergibt sich, falls § <g—4 <é +i<z, 
e+ 
(28) | | ee) D(x, 8) dx| <c4, 


é-—+ 


n 


Nach dem Lokalisationssatze wird der wesentliche Teil des Restgliedes s,(&)—f(é) 
gleich 


t g- 2 7 
(9) fel®)D HY O—f@ldx=J] ot | t+ Je 
é é i 2 git 
Bezeichnen wir mit o(| das Maximum von |f(x)—/f(&)| fir |x—§| <— 
und wahlen wir 7 als Funktion von n derart, daB mit noo auch n—+~, 
aber nn—-O und no (2 Jo. Wegen (28) gilt dann 
ft 
; 
| J eea.%8 (7) —f@1 4x! < e,ng(2)—+0. 
pout 


n 


Ist die Variation von f(x) in (&,,§) gleich V, und das Maximum von 
if(x) —f(é)| in (&, &) gleich M, so folgt aus dem zweiten Mittelwertsatze der 


5 Es sei etwa 7, == Min (a'/:, {p(n-'3)}7”). 
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Integralrechnung und Lemma IV: 


als 


s 
é- 


J et 0.08, 9—)—PO] dx < (M+ V) +0, 


& 


fo 
und eine ahnliche Abschatzung gilt fiir | rr aril? Cady 
7) 


+7 
n 


Beweis des Satzes B 


Wir zerlegen den wesentlichen Teil des Restgliedes folgenderweise: 
é-n-y/2 ttn-yl2 & 


é 
(30) fox) Dax, 9) —fO] dx — fost fat J 


51 é- n-7/2 en-7/2 


Wegen (5) gilt in (E—n-7?, §+ n-v?) : 
fx) =o 45), 


also strebt wegen (19) das mittlere Glied von (30) gegen Null. Wegen (3), 
(17) und (18) ist das erste Glied in (30), abgesehen von einem beschrankten 
Faktor, die Summe von zwei Gliedern der Form 

g-n-vl2 g-n-7/2 


GB) | e@)PA@U@)-LOL = 9? | e@)P.C)U)—/Ol ax 


x 


Nach Satz A ist die Orthogonalpolynomreihe 
(32) Pr(X) = > byw Pix) 


= 
k= 


der Funktion 
P(x) fir x<x<E—n-v2, 
O fiir x=x, oder x=E—n-?? 

gleichmaBig konvergent in jedem inneren Teilintervall von (—1, + 1), 

welches die Stellen x, und §—n~? nicht enthalt. Ferner folgt aus Lemma II: 
s-n-V/2 

(33) Bean J 0(x) Pax) Pr(x) dx=0( G3 
f, . 

Aus dem Beweisgang des Satzes A ergibt sich, daB die Teilsummen 
der Reihe (5) fiir eine Funktion F(x) beschrankter Variation (angewendet mit 
F(x) = ¢n(x)) in jedem inneren Teilintervall von (&, &) gleichmaBig beschrankt 
bleiben. Daher ist die mit f(x)—f(§) multiplizierte Reihe (32) nach dem 


P(X) = 
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Lebesgueschen Satze gliedweise integrierbar : 
gn V2 


| e@P.CIM®)—SO] dx = ¥ arbi — 
(34) 2 | 
= tio = 1 = | log n | 
=0|5+ Dipace igo aria 
Wegen (31) und (34) hat das erste Glied auf der rechten Seite von (30) den 
Grenzwert Null, und das dritte Glied kann ebenso behandelt werden. 
BEMERKUNG. Die Bedingung, dafi in der Ungebung von +1 und —1 
auch e(x)[f(x)} integrierbar sei, wurde nur im Beweise des Lokalisations- 
satzes benutzt. Es kann durch jede Forderung ersetzt werden, welche die 
Lokalisation sichert. 
Der Lokalisationssatz gilt auch unter folgenden Bedingungen: Es sei 


(35) [P.(x)| < K(x), —l<x<+1, n==O0 152) = 
und zusammen mit o(x) sei auch e(x) A(x) in (—1, + 1) integrierbar. End- 
lich geniige die Funktion f(x), die in (¢,,&) fast tiberall verschwindet, der 
Bedingung, daB o(x)K(x)f(x) in (—1, +1) L-integrierbar ist. 

Um den Lokalisationssatz zu beweisen, suchen wir ein Polynom 7;(x), 


welches der Ungleichung 
+1 


(36) [ex 


f(x) 


x—E dx<e 


— 7;(x) 


geniigt. Hieraus folgt die Giiltigkeit von (27) auch fiir 4—0O, woraus 
lim s,(&) =O folgt. Die Begriindung der Gleichmafigkeit erfolgt, wie vorher. 
e Herrn Prof. G. ALExITS bin ich fiir wertvolle Ratschlage und sein for- 
derndes Interesse zu Dank verpflichtet. 


(Eingegangen am 21. Marz 1952.) 
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O CXOAMMOCTH PAJOB OPTOPOHAJIbHbIX MHOTOUWIEHOB 
r. @PAHA (Bynaneurr) 


(Pesme) 
Nyeth o(x) = 0 L-unrerpupyemast (pyHkunst Ha OTpeske [—1, + ]], 


o(x) Se, (I— xy 
n, ecan Py(x), P, (x). ..-. Pra(X),... MOCACTOBATEADHOCTh OPTOFOHAAbHbIX MHOVOUTCHOR OT- 
HOCHT@AbHO BECOKOH (PVHKUMI @(X), TO TYCTh 
| P.(x)| < 30x) (Fx 

Nverh usmepumast dpynKusat f(x) yaorreTROpHeT OAHOMY 13 CreAyHOULMX yC.OBHH: 

A) Ha orpeske [—1, + 1], f(x) EL, (@) 1 Bb HeEGOAbMION OKPecTHOCTH TOHeK —1 Hu + 1 
FE L(g). : £ 

B) Ha otpesxe [—1, + 1], fx) € Li (ex) (I—x) * (1 4+ x)™ ). 

Torga ja pa3saoKennst f(x) copaneatnka AOKanH3auNOHHaH TeopemMa Pi MaHHa. 

Ecan f(x) (pvHkuNs C OrpaHN4eHHbIM H3MeHeHHEM, TO e€ PH OPTOrOHATHbIX MHOTO- 


Y.AeHOB CXOANTCH BO BCeX TOUKAX HENpepbinHoctH F dyHKuHN f(x) K f(S) (kpuTepun JH pH x- 
ne—yKopnana). 


Hakoueu, cnpakeaik un Kpitepnn Xapau—JutTTabRy ja, T. e. ecan 


abd 
a= OOF) » SE th $0 [| 


TO PAA OPTOrOHAAbHHIX MHOrOWTeHKOR (pyHKuMN f(x) B TOUKe £ cxonnTeH K f(g). 


EINE ELEMENTARE AUFLOSUNG DER DIOPHANTISCHEN 
GLEICHUNG x +1=2y’ 


Von 
WILHELM LJUNGGREN (Bergen, Norwegen) 
(Vorgelegt von A. RéEny1) 


In einer friiheren Arbeit! habe ich den folgenden Satz bewiesen: Es sei 
D eine natiirliche und quadratfreie Zahl und weiter D==0 (mod 3) und ohne 
Primteiler der Form 6t--1. Dann haben die Gleichungen 


Pie tet b= Dy ea 8==Dy, wala 3Dy? jund, x+8=—3Dy . 
zusammen héchstens eine Lésung in ganzen, positiven und _ teilerfremden 


Zahlen x und y, von den Fallen D==1 und D=2 abgesehen. In den Aus- 
nahmefallen sind die folgenden Gleichungen lésbar : 


e+il=y mit x=2, y=3, 

eig--y mit x=—1, y=3, 

e—8=3y mit x=11, y=21, 

xeLi=2y? mit x=—1,y=1 und x=23, y= 78. 


Der Beweis ist aber nicht elementar. Der Zweck dieses kleinen Aufsatzes ist 
eine elementare Auflésung der Gleichung 


(2) . xe+1—2y 
zu geben.” In seiner Arbeit tiber die ahnliche Gleichung x*—1 = 2y’, hebt 


R. OBLATH hervor,? daf{ man mit seiner Methode die Gleichung (2) nicht 
behandeln kann. Die Gleichung (2) kann auch so geschrieben werden: 


; (x1) (P= x-+ 1) = 2y". 
Nun ist x?—x-+ =(x+1)'—3(x+ 1)+3, darum kann der gréBte gemein- 


1 Einige Satze iiber unbestimmte Gleichungen von der Form Ax*-+- Bx?-++ C= Dy", 
Skrifter utgitt av Det Norske Videnskaps-Akademi_ i Oslo, \. Math, Naturv. Klasse, 1942, 
No. 9, S. 49. : 

2 Diese Gleichung ist erwihnt in L. E. Dickson, History of the theory of numbers, 
Bd. Il (New York, 1934), S. 630. In meiner zitierten Arbeit ' gab ich die eyste Lésung 
dieser Gleichung. , 

3 R. Optatn, Uber die diophantische Gleichung x3—1—=2y*, Acta Math. Acad. Sci. 
Hung., 1 (1950), S. 113—117 und 321—322. 
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same Teiler von x*—x-+1 und x+1 nur gleich 1 oder 3 sein. Im ersten 
Falle bekommen wir 
xt1=2u; x—x+1l=~. 
Dies gibt die triviale Losung x1, y= 1. Im zweiten Falle erhalten wir 
x+1=6"; ¢®—x4+1=3-v. 
Wird x aus diesen beiden Gleichungen eliminiert, ergibt sich 
(3) 4v°—3(4u°—1)? = 1. 
Der Wert uO gibt die triviale Lésung x——1, yO. Fiir u+0 sind 
die Lésungen der Pellschen Gleichung (3) durch die folgende Formel gegeben: 
(4) 2v+-(4u°—1) 3 =(2+ 3)” (t= 153, 5, 12 Re 
Zuerst beweisen wir, daB n==3 (mod 4) sein muf. Aus (4) folgt 


n-1 
a n-l 


rine n-t ‘ 
4u°—1 = > loin-1} 2"*'-13'—(_1)? (mod 4), 


d.h. n=4t+3. Mit den Bezeichnungen «= 2+/3, «& —2—J3, wo also 
ee’ =] ist, ergibt sich 


ntl atl 
aon ia: hay -1 n-l 
Ee” pk € iS eg’ 2 Sate 
4? = 1= e2 +2’'.> 
——e + ee, ‘ + , 
oder 
t+2__ BHD Otel | g/t 
dif ee eee 
e2— ¢”? efe’ f 


oder endlich 
(#} elt? g/2H42 g2t4l 1 tt 
“Aho oe eee ee 
ee" ée+é 


(5) 2 ass 


Die beiden Faktoren der rechten Seite in (5) sind prim zueinander. Dies 
ergibt sich aus den leicht zu bestatigenden Identitaten 


e2tt? __ p2t+2 e=t+l pl e2tel __ p/2t+1 


(8) ani rs ea ET ASU En BBC 
7 (efepP (ety tH)? — (e—e’p? (attri g'2m)? 
©) |) -S" Fe 2. 
Aus (5) erhalten wir somit 
pete g/2t2 ptt g’2t+l 
oe =P, =e 
Wird dies in (6’) eingesetzt, bekommen wir 
(7) 4q4§—3r? = 1. 


Die einzige Lésung dieser Gleichung in ganzen, positiven Zahlen ist 
gia. Aus (7) folgern wir namlich. 2q*+ 1 = 3s, 2g¢2—1—f?, woraus 
4q°—t?=3s%, d-h. 2g+t=3h?, 2gtt—. Hieraus ergibt sich weiter 
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4q = 3h?+ k°, s=hk. Werden diese Werte von g und s in 2¢°-- 13s? 
eingesetzt, bekommen wir 

9h*— 18h? kK? + 4 = —8. 
Diese Gleichung kann auch so geschrieben werden: 


(3n—3k 

pao( tase, 

Hieraus schlieBen wir h’ —k —1. Die Gleichung x*—2y? = 1, die mit dem 

folgenden System 4quivalent ist: x°+-1== 2a’, x°—1—166?, besitzt augen- 

scheinlich nur die triviale Lésung x? 1, y—0O. Damit haben wir bewiesen, 

da8 t—0,d.h. 2 =3 ist. Wir erhalten so die einzige Lésung x = 23, y= +78. 
Also gilt der folgende Satz: 


Die diophantische Gleichung x*+-1 = 2y? besitzt nur die folgenden Lé- 
sungen in ganzen rationalen Zahlen: x =—1, y=0; x1, y=+1 und 
x= 23, y= +78. 


(Eingegangen am 13. April 1952.) 


3JIEMEHTAPHOE PELLIEHHVE JIMO®AHTOBOFO YPABHEHHA 
x+1—2y 
B. JKOHIPEH (Bepren) 


(Pe3zwame) 


ABTOP 3NeMEHTaPHbIMH METOMAMH OKAasbIBAaeT CNepAyloulyto TeOpeMy : aAnodanToBoe 
ypabHenue x°--1—=2y® MMeeT AMLIb CrepyroulMe PeWEHHA CPeAH PaUHOHAABHBIX LEAbIX 
uncer: x=— 1, y=0; x=1, y= +1 nw x=—23, p= + 78. 
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ON SUBDIRECT UNIONS, | 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by G. Hajés) 


§ 1. Introduction 


During the last decade the notion of subdirect union! has proved to be 
one of the most important and fruitful notions in abstract algebra. Indeed, 
a great number of significant problems from quite different fields of abstract 
algebra have found their solutions in terms of the notion of subdirect union. 
It turned out that in several cases without any hope of getting structure 
theorems by direct decompositions, subdirect unions may be used with great 
success. For example, let us mention N. JACOBSON’s structure theorem? 
generalizing the classical Wedderburn—Artin structure theorems from rings 
with minimal condition and no nilpotent ideals different from O to arbitrary 
rings with zero Jacobson radical, or the well-known result in the theory of 
infinite Abelian groups, according to which a torsion free Abelian group of 
finite rank n is a subdirect sum of n groups of rank one, each of which is 
isomorphic to some subgroup of the additive group of the rational numbers, ® 
etc. The power of this concept may be judged even from the fact, proved 
by G. BiRKHOFF,* which states that any algebraic structure® may be repre- 
sented as a subdirect union of subdirectly irreducible algebraic structures. 

However, there is a great difference between the direct decompositions 
on the one hand, and the representations as subdirect unions on the other hand. 

If an algebraic structure G can be represented as the direct union of 
its substructures:® G— 4,4 A,+-°-+A,, then the structure of G may be 


1 For the definition see § 3 below. 

2 Jaconson [8]; cf. McCoy [9], and Brown and McCoy [5]. (The numbers in brackets 
refer to the Bibliography given at the end of the paper.) 

3 See e.g. Baer [1]. ; 

4 See Birknorr [2], and also. [3], pp. 91—92. 

3 By an algebraic structure we mean an arbitrary system with binary operations 
satisfying certain laws and possibly having operator domains. (Cf. Boursaki’s “structure 
algebrique’”.) 

8 For the sake of simplicity we restrict ourselves only to the case when the number 
of the components in the direct union is finite. We denote direct unions by the sign -, 


while + is reserved for subdirect unions. 
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considered to be reduced to those of A,, As, ..., An. This consideration may 
be justified by the fact that if we are given any structures Als Ass sad; Dek ie 
A? isomorphic to A;, then by an “outer’’ construction of a direct union we 
reobtain G; in fact, G is determined, uniquely up to an isomorphism, as the 
totality of all vectors (at, as, ..., ax)(ai€ At) with componentwise operations. 

Quite different is the situation in the case of subdirect unions. BIRKHOFF’S 
structure theorem on subdirect unions‘ asserts that if 6,,4,,..., 4, are con- 
gruence relations? in a given algebraic structure G such that 4,n &n --- 04, =0, 
then taking for the components of a subdirect union representation of G the 
structures A, of the residue classes modulo 6, we obtain an isomorphism 
a+ (d,, 4), ...,@,) between G and a subdirect union of the A,’s, where a; 
denotes the residue class containing a. This theorem shows that if G is given 
and congruence relations 6; may be found in G with the mentioned property, 
then a subdirect union representation can be formed for G. However, it 
should be observed that BIRKHOFF’s result is based on an “inner” con- 
struction of the subdirect union: he works in terms of relations in G whose 
structure is not a priori known, and therefore, it does not tell us anything 
how this subdirect union can be obtained by an “outer” construction from 
the A,’s without knowledge of G, i.e. by using only relations in the A,’s 
(and not in G). This is the reason why subdirect unions can not be regarded 
as Satisfactory as direct unions. 

The problem is now obvious: find a method completing BiRKHOFF’s 
subdirect union construction (which may be characterized by the attribute 
“analytical”) to a ‘‘synthetical’ one: to a construction based solely on the 
components A,. 

In the literature | have failed to find the statement of this problem, 
although it seems to be fairly natural. It can be considered as a parallel one 
to that raised and solved by O. SCHREIER:® to construct a group G if its 
normal subgroup N and the factor group G/N&F are given. SCHREIER’S 
solution is synthetical in the sense that he succeeds in describing the structure 
of G in terms of relations in N and F only. (The. corresponding analytical 
construction would be the description of the coset expansion of G modulo N.) 

The present paper is devoted to an approach to the solution of the 
stated problem. The main difficulty in discussing subdirect unions lies in the 
fact that the components are no longer substructures “as in the case of direct 
unions: they are quotient structures whose knowledge does not imply imme- 
diately a construction for the subdirect union. 

In what follows we shall confine ourselves to subdirect unions with two 
components only. In § 3 we shall give a ‘synthetical” method for constructing 


' A congruence relation is an equivalence relation x=y (#) with the substitution 
property for all operations defined in the algebraic structure. 
8 See e.g. Zassenuaus [17], p. 94. 
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subdirect unions and in §4 we show that it is the most general one for 
certain algebraic structures., These structures are the most important ones :° 

1) groups, written additively (nevertheless, with this notation we do not 
intend to exclude the non-commutative groups), possibly with an operator 
domain £2; 

Il) rings, or algebras over arbitrary fields; 

II!) Boolean algebras, i.e. relatively complemented distributive lattices 
with O and 1. 

For brevity, we shall quote these structures simply as structures of type 
1, Il and III, respectively. 

That our construction method for subdirect unions given in §3 is not 
of general validity for arbitrary structures, will be shown by an instance 
from lattice theory. 

As a consequence of our discussions we shall establish some isomorphism 
statements connected with subdirect unions, and in §7 an interesting charac- 
terization of the subgroups of the direct sum of Abelian groups will be 
obtained. §8 is devoted to illustrative examples from the theory of groups. 
The paper closes with an observation concerning the isomorphism of the sub- 
direct union of two structures. 

Finally, let us remark the following. Our main theorem states that each 
subdirect union of two structures A and B of type I—III may be obtained 
by “identifying” certain isomorphic quotient structures of A and B. Therefore, 
it seems to me that the present question has a deep analogy with O. SCHREIER’S 
problem of free products of groups with amalgamated subgroups.’® Indeed, 
he studied free products of groups such that certain isomorphic subgroups 
of them are identified. In view of this analogy, we are allowed to say that 
subdirect unions are nothing else than direct unions with amalgamated quotient 
Structures. 


§ 2. The W-homomorphism 


M. WEDDERBURN ! has introduced a new notion of homomorphism as 
a. many-many correspondence between the elements of two groups A and B. 
We shall use this homomorphism in what follows. It has the advantage over 
the usual one that it is symmetrical in A and B. The property of this homo- 
morphism which will be used here for its definition, was stated as a theorem 


9 We laid no stress on xtending the domain of validity of our results as far as 
possible. — Let us mention that the algebraic structures for which the proof of our results 
presents no difficulties and to which we are restricting ourselves, are all such that their 
homomorphisms are uniquely determined by the set of elements mapped upon 0. (Of 
course, we might consider Boolean algebras as a special type of ring.) 

10 Scurerer [13], and in a generalized form, Neumann [10]. 

11 See Weppersurn [16]. Cf. also Dusret-—Jacotin {6] and Dupre [7]. 
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by WEDDERBURN in his cited paper.'? Of course, it is easy to extend this 
notion to more general structures than groups. , 

Let A and B be two algebraic structures of the same type, i.e. both 
are additive or multiplicative groups, rings, lattices etc. with the additional 
condition that in case they have operator domains £24 and 2¢, then these 
coincide: Q,== Q2g=— 2. 

If the structures A and B of the same type may be mapped (operator-) 
homomorphically onto a third structure F of the same type, then we say 
that A and B are W-homomorphic with respect to F, in sign 

f Neat = & 
It is immediate that 
A£B 
means the usual homomorphism A > B of A onto B. Therefore, the W-homo- 
morphism may be considered as a proper extension of the common notion 
of homomorphism. 

We also note that any two structures A and B of the same type may 
be regarded as W-homomorphic, viz. with respect to the zero structure consisting 
of a single element 0: 

r Wed sf 
We shall call this W-homomorphism frivial. 

If one of the two structures A and B, say B, is simple in the sense 
that ithas no homomorphisms other than isomorphisms and a homomorphism 
onto the zero structure, then between A and B only one kind of non-trivial 
W-homomorphisms may exist, viz. A®B. 


§ 3. Subdirect unions 


Let G=A-+B be a subdirect union of the structures 4 and B of the 
same type; G may be defined by the following axioms: 

(i) G consists of certain pairs (a, 6), a€ A and 6€B, with the following 
definition of equality: (a, b) = (a’, 6’) if and only if a=a' and b=8b’. 

(ii) For each a€A there exists at least one 6€B such that (a, 6)€G and 
for each 6<B there is at least one a€ A with the same property. 

If A and B are regarded merely as sets and G satisfies (i) and (ii), 
we may say that the set G is a subdirect union of the sets A and B. \n order 
to make G into an algebraic structure with the same operations as those 
given in A and B, we have to impose on G the following conditions too: 

(iii) /f (a, 6)€G and (a’,b’)€G, and if © denotes an arbitrary operation 
in A and B of the same type (addition, multiplication, meet or join, or taking 


'2 The present definition is simpler than that used by Weppersurn, but has the 
fault of beauty that it is based on the usual concept of homomorphism. For the present 
purpose we prefer the definition below. (T. Sze.e has proposed to the author to do this ) 
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an inverse operation if it exists, etc.), !3 then let 
(aoa’,b0b')EG 
and 
(a, b) c(a’, b') = (aoa’, bob’). 
In other words, the operations in G should be performed componentwise just 
as in the case of direct unions. 


(iv) Jf 6 is any operator (€ £2) acting on A and B, then together with 
(a, 6)€G let 
(a®, 6°)€G 


(a, 6)? = (a’, 6’). 


Of course, two structures A and B of the same type have, in general, 
several non-isomorphic subdirect unions. Evidently, each of them is a sub- 
structure of the direct union A+ B. Therefore, for the operations in G the 
same axioms hold as those in the components. 


and 


§ 4. Construction of subdirect unions 


Here we shall give a method for constructing subdirect unions of two 
structures A and B of the same type. In the cases I—III this method will 
prove to be the general one. 

Let A and B be two structures of the same type and suppose that A 
and B are W-homomorphic with respect to a third structure F of the 
same type: , 

AEB. 
We shall prove the following 


THEOREM 1. Let G be the set of all pairs (a, 6), a€A and b6€¢B, with 
the property that under certain fixed homomorphisms AF and BSF the 
elements a€ A and 6€B are mapped upon the same element f€F. Then G ts 
a subdirect union of A and B with the same operations which are performed 
according to the rule 

(a, 6) 0 (a’, 6’) = (aod, 6086’) 
where o denotes an arbitrary operation in A and B of the same type. 

Indeed, (ii) is fulfilled, for each a€ A is mapped upon some f€F and 
each f€F is an image of some 6€B, and dually. The operations can always 
be performed in G, for if a€A, b€B are mapped upon f¢F, and a’€ A, O'CB 
are mapped upon f’€F, then by the fundamental property of homomorphisms 
we obtain that both aoa’€A and b00'€B are mapped upon fof’ F for all 


13 There is no loss of generality in denoting corresponding operations by the 


same sign. 
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© which are meaningful in A and B; therefore, (aoa’,bob’)° G. The same 
reasoning applies for proving axiom (iv). 

We call the reader’s attention to the fact that the operation o may be 
also an inverse operation and therefore the possibility of the inverse operations 
in G needs no special verification. 

The properties of the operations in G, such as associativity, distribu- 
tivity etc., are immediate consequences of those in A and B. This completes 
the proof of the theorem. 

It is obvious that if F = 0, then the construction described in Theorem 1 
yields the direct union of A and B. 

We point out the interesting fact that in certain cases the subdirect 
union isnot a proper one: it may be isomorphic to one of the components. 
In fact, in case F is isomorphic, say, to B, i.e. ASB, then in the above 
construction, with each a€A there is associated a unique 0€8, viz. such that 
(a,b)€G, and therefore the resulting subdirect union is isomorphic to A 
under the mapping (a, 6) — a. 

It is worth while noticing already here that the subdirect union is not 
uniquely determined by the structures A, 8, F: there may exist several non- 
isomorphic subdirect unions to the same given structures A, B, F with A? B. 
Indeed, G depends also on how A and B are mapped homomorphically 
onto F. For examples we refer to § 9. 


§5. The structure theorem on subdirect unions 


We shall now prove that the method given in the preceding section is 
the most general one, i.e. all subdirect unions arise in the way described in 
Theorem 1, provided that the structures are of one of the types I—III. 


THEOREM 2. /f Gis a subdirect union of the structures A and B of type | 
or Il or Il, then there ‘is a structure F of the same type such that A and B 
are W-homomorphic with respect to F, and G consists of all pairs (a,b) where 
a€A and b€B have the same image under the homomorphisms A = F and B> F. 


For the proof we define congruence relations e in A and # in B as 
follows. 


Put 
a=a' (a) 
if and only if there is a 6€B such that (a, b6)€G and (a’,6)€G; and 
= 0' (8) 


if and only if there is ah @€A with (a, 6)€G and (a, b’)€G. 

By symmetry, it is enough to consider the relation « only. 

The relation & is by definition symmetric and is by (ii) reflexive too. 
Transitivity will follow from the important observation: 
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LemMa. /f (a, 6)€G and a=a’' (@), then (a’, b)€G, i.e. congruent elements 
are paired with the same elements. 


For the proof, by hypothesis, we assume that there is a 6’€B with 
(a,5)€G as well as (a’, b’)€G. We have to separate the cases I, II from III. 

For groups and rings, the. element !# 

(a, b)—(a, 6’) + (a’, b’) = (a’, b) 
must belong to G. 
For Boolean algebras, the element !® 
[(a, 6) 9 (a, 6) U (a’, b') = ((ana)ua’, (60 6)U b) = (a, bub’) 
must belong to G. Similarly we obtain the inclusion relation (a’,bn0’)€G. 
Hence on account of 
(a’, bn 5')<(@’,0')<(a, bub) (all in G) 
{a’,b) is the relative complement ?!° of (a’, 6’) with respect to (a’,6n 0’) and 
(a’, bub’). Since relative complement has to exist in G, we conclude that 
(a’, b)€G, in fact. 

Our lemma is thus established. 

Before proceeding we observe that .our crucial lemma in general fails 
to hold in case the hypothesis of A and B being of type | or II or Ill is 
omitted. Indeed, if e.g. A and B are chains (i.e. simply ordered lattices), 
each with three elements: 

Arr i<2<3 and Bia) <, 
then for the following subdirect union our lemma as well as Theorem 2 are 
no more valid: 
G: (l,a) < (2,4) < (2, 6) < (3,¢), 
since (2,6)€G and 1=2 (a), but (1, 5)€G. 

_ Resuming the proof of the theorem, next we show that « is a transitive 
relation. For, if a= a’ (@) and a’=a” ( ), then by a repeated application 
‘of the lemma we infer that a= a” (a) also holds. 

For @ the substitution property holds, i.e. a,= <a) (@) and a,=a, (a) 
imply a,0a,== a; 0a, («) for all operations o in A. Hypotheses imply the 
existence of elements 6,,6,€B such that (a,, 5,), (a@;, 6), (a2, 6.) and (a;, 6.) 
all belong to G. By (iii) we may hence conclude 

(a,C@,6,06,€G and (a;0a;, b,06,)€G, 
consequently, 
(, 0d, = a, 0a; (a), 
q. e. d. 
4 Note that we make use of associativity. 


18 @ means the (unique) complement of a. 
16 See BirknorF [3]. 
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Finally we verify the operator-admissibility of @, i.e. the fact that 
a=a' (e) implies a’=a’ (@) for all 6€2 where 2 is the common operator 
domain of A,B and G. If a =a’ (a), then there exists a b€ B with (a, b)EG 
and (a’,6)€G. Hence (a, 6)’ = (a’, b%) as well as (a’, 6)’ = (a’, 6”) belong 
to G, therefore a’==a’ («), in fact. 

in view of what has been proved for @ it is seen that « defines a sub- 
division of A into disjoint classes, further, by the substitution property and 
the operator-admissibility, the set A, of these classes may be made into a 
structure with the same operations as those originally defined in A and with 
the same operator domain £2. Clearly, A may be mapped £2-homomorphically 
onto Ac, this homomorphism being realized by a— [a], where [a] denotes 
the class containing a. 

The same result may be stated of the relation @ in B. 

Lemma implies that between the residue classes modulo « and @, in 
other words, between the elements of the quotient structures A, and Bz, there 
is a one-to-one correspondence: 


[a] —- [6] if and only if (a, 6)€ G. 


Moreover, the proof above snows that this correspondence is an isomorphism. 
If we denote by F a structure isomorphic to A. and Bs, we arrive at the 
result enunciated in Theorem 2. 

Theorem 2 may be stated in an other form too. It is only to be noted 
that a homomorphism of a group or a ring or a Boolean algebra is com- 
pletely determined by the zero class, i.e. by the set of all elements congruent 
to 0. These classes A, resp. B, are normal substructures!’ of A and B, 
respectively, and F is obviously isomorphic to both quotient structures A Ay 
and B/B,. Hence we infer: 


THEOREM 3. All subdirect unions of the structures A and B of type 
either | or II or Ill may be constructed as follows: take a pair of normal 
substructures A, and B, of A and B, respectively, such that A A,=B B, with 
a fixed isomorphism; then form all pairs (a, 6) where a€ A and 6€B belong 
to residue classes corresponding to each other under the prescribed isomorphism.* 


A, and B, will be called the kernels of the subdirect union G =A+B 


in question, Plainly, A,—=A and B,—=B correspond to the case of the 
direct union A+B. 


'? By a normal substructure we mean one which defines a homomorphism of the 
whole structure (normal subgroup, twosided ideal etc.). 

18 Observe the interesting fact that, in case of groups, in a double module expansion 
(see Speiser [14], p. 62) of the subdirect sum, modulis the subgroups A* and B* (see § 6), 


the cosets may be described in a simple manner. (A proof on these lines was suggested 
by G. Hajos.) ; 
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If A and B are both finite, containing n and m elements, respectively, 
and if F consists of r elements, then a subdirect union of A and B corres- 


ponding to a W-homomorphism A£B contains ae elements. 


It is evident that if B is a simple structure, then a subdirect union of B 
with any other structure A (of the same type) is either the direct union A+B 
or is an improper subdirect union existing if and only if A and B are 
trivially W-homomorphic. 


§ 6. Some isomorphism statements 


The structure theorem of subdirect unions (Theorem 2 or 3) enables us 
to obtain some isomorphism propositions correlated with subdirect unions. 
Let G—A-—+B be a subdirect union with the kernels A, and B,. Of 
course, G contains normal substructures A* and B* isomorphic to A, and B,, 
respectively. A* consists of all (a,0) with a€A, and B* consists of all (0, 6) 
with 6€B,. Clearly, A* and B* have no element in common except (0, 0): 


A’ Bis (0; 0). 
Hence G contains the direct union A*+B° = A,+B.. 


THEOREM 4. The following isomorphisms hold: 
G/(A, + B,) = A/Ao; G/(A, + B.) = B/B, 
where G is a subdirect union of A and B with the kernels A, and B,. 

It is clearly sufficient to verify only the first isomorphism. We map (a, b)EG 
upon the element [a] of A A,, i.e. the residue class of A (modulo A,) con- 
taining a. It is evident that this mapping is a homomorphism and its kernel 
consists of all elements of G which are mapped upon [0]. These elements 
‘are just those having a first component belonging to A,, i.e. the kernel is 
A, +B,. Hence the first indicated isomorphism is established. 

Again, let A* and B* have the same meaning as above. 


THEOREM 5. The following isomorphisms hold: 
G/B’ =A and G/A*=B. 
Let us map G onto A. The correspondence under which a€A is the 
image of (a, 6)€G is clearly a homomorphism whose kernel consists of all 


elements of G which are mapped upon O€A. Thus the kernel is equal to B*. 


Therefore, indeed, G/B* =~ A, and similarly G/A* = B. | 
Now it is easy to prove G. BIRKHOFF’s theorem '* on the subdirect 


representability (for two components). 


18 See Bieenore {2] and [3], for groups Boursakt [4], p. 9 , example 6. 
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THEOREM 6. /f an algebraic structure G has two normal substructures 
A* and B* such that A*N B* =O€G, then G may be represented as a sub- 
direct union of the quotient structures A= G/B* and B= G/A* with kernels 
A,, B, isomorphic to A* and B*, respectively. 


Let a€A and b€B correspond to the element x€G under the homo- 
morphisms G+A and G*B, respectively. The mapping x—(a, 6) is a 
homomorphism of G onto a structure H which is a subdirect union of A 
and B. In order to show that G is isomorphic to H, we prove that y — (0, 0) 
implies y = O€G. Indeed, since y +0 of A under G+ G/B*~A and yO 
of B under G+ G/A*= 8B, we obtain y€B* and y€A*, whence yeA*n B* 
and y=0O. Thus G~A-+-B. Here the kernels are isomorphic to A* and B’, 
respectively, for the kernels must be isomorphic to the structure of all 
(a,0)€G and to that of all (0,6)€G, respectively, and these sets may be 
characterized by the property of being mapped upon O of B and O of A 
under G = 8 and G5 4A, respectively. 


§ 7. On the substructures of the direct union 


As an application of Theorem 3, let us consider a subdirect union 
G=-A-+B with kernels A, and B,. We have seen that G contains the direct 
union A, + 8,, and by Theorem 3, this is the greatest direct union contained 
in G with the property of having substructures of A and B for its components. 

This observation admits of getting a survey over all substructures of 
the direct union of two structures of type I—III. 


THEOREM 7. /f G is a substructure of the direct union A +B of structures” 
of type |—Ill, then there are two direct unions A + B and A, + By with 


A>A>A, and B>B>B,, ° 


determined uniquely, such that A + B is the minimal direct union containing 
G and A, + B, is the maximal direct union contained in G (with components 
in A and B, respectively). Further, A, and B, are normal substructures of 


A and B, respectively, and 
A/Ay = B/B,. 


For the proof first take into account that A is the structure of all elements 
a€A figuring at least in one element (a, 6) of G. The structure B is analo- 
gously defined, while A, and 8, have the same meaning as before. Consi- 
dering that G is a subdirect union of the structures A and B with the kernels 
A, and, B,, our statement follows at once from Theorem 3. 


In case A and B are Abelian groups (possibly with operator domains), 
we have the following theorem. 
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THEOREM 8. /f A and B are Abelian groups, then with the notations of 
the preceding theorem: 


(A + B)IGX GA, + B,). 

By Theorem 4, it is sufficient to prove the isomorphism 
(A + B)/G = A/A, = B/B,. 

The so-called second isomorphism theorem 2° implies 


(A + BY/G =[(A + B)/(Ay + BGA, + BI 
and hence we obtain 
(A + B)/G = (A/A, + B/B,)/(A/A, + B/B,) 
where A/A,-+ B/B, is a subdirect sum with zero kernels (the components are 
isomorphic). What we have to verify is that the factor group on the right 
hand side is isomorphic to A/A, ~ B/B,. 

For the sake of simplicity, we write C and D for A/A, and B/B,, 

respectively; CD. Then the isomorphism to be proved reads as follows: 
(C+ D)(C+D)=D (or = C) 
where C+D is a subdirect sum with zero kernels. 

The direct sum C + D consists of all pairs (c,d) (c€C, ZED), while the 
‘subdirect sum in question consists of all-pairs (c’,d’) with c’€C taken arbit- 
rarily and then taking d’€D corresponding to this c’ under a certain fixed 
isomorphism g(c’)—d’ of C onto D determined by C+ D. Now the mapping 
(c, d) + d—g(c) of C+D onto D is a homomorphism: 

(C1; d,) + (2, ds) =(Q4 +0, d,+d,) — 

— (d,+4,)—9(C. +02) = A —9(4)) + (4—$@))- 
The kernel of this homomorphism is the set of all (c’,d’) of C+D which 
are mapped upon d’—g(c’)—0 of D, i.e. the set (c’, y(c’)) which is equal 
to the subdirect sum C+D under consideration. This completes the proof. 

Theorems 7 and 8 give an interesting information about the subgroups 
G of the direct sum of two Abelian groups A and B. Theorem 7 tells us 
that G is an intermediate group between A, + B, and A+B such that — 
roughly speaking — the “distance” between A, and A, and that between B, 
and B are the same, while Theorem 8 states that G occupies, in a certain 
sense, just the “medial” position between these direct sums. 


§ 8. Examples 


I. Cyclic p-groups. Here we discuss the subdirect sums of two cyclic 
p-groups where p is a prime ‘number. (We denote the group operation by 
addition.) 


20 See e.g. vAN DER WAERDEN [15], p. 149, or Zassennaus [17], p. 35. 
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Let A and B be two finite cyclic groups of prime power order p" and 
g”, respectively. If p=: gq, A and B are W-homomorphic only with respect to 
the zero group 0, therefore, in this case they have only one subdirect sum, 
namely, the direct sum A +B. If pq, that is,°* A —3(p”) and B= 3(p"), 
suppose for the sake of definiteness e.g. m2n. Let A+B be a subdirect 
sum with the kernels A, = 3(p”~") and By = 3(p""*) where O< k <a. Denote 
by a’ a generating element of A and by 6’ an element of B such that 
(a’, b’)EA+B. It is clear that (a’, 6’) generates a cyclic subgroup G’ of A+ B, 
isomorphic to A. Now consider the set of all elements of A+B which are 
of the form (0,5) with b€B; these elements form a subgroup G” of A+B 
isomorphic to B,. The groups G’ and G” have no element in common except, 
of course, (0,0), for if (a,b) belongs to G’N G”, then it has the form (ra’, rb’) 
with some natural number r, and also the form (0, 6). Hence we get ra’ =O, 
r is divisible by p”, and so a fortiori by p”, i. e. rb’ =O is obtained, actually. 
Since each element (a, 6) of A+B has a decomposition 

(a, 6) = (ra’, b) = (ra’, rb’) + (0, b—rb’) 
with (ra’, rb’) = r(a’, b’)EG’ and (0,b—rb’)EG”, where r denotes a natural 
number, we see that 
A+B=G'iG’2=AiB,. 
We have thus proved 

THEOREM 9. Any subdirect sum of the groups 3(p”) and 3(p") with the 

kernels 3(p"~) and 3(p"-*), is isomorphic to 
3B(p") + 3p") or 3(p") + 3(p"*) 
according as m2=n or m<n. 

It should be noted that our reasoning also shows that if A is an infinite 
cyclic group and B is any Abelian group (finite or infinite), then a sub- 
direct sum A-++B with kernels A, and 8B, is isomorphic to the direct sum 
A+B). Hence a subdirect sum of two Abelian groups, one of which is an. 
infinite cyclic group, is either itself an infinite cyclic group or is directly 


decomposable, ** i.e. representable as the direct sum of two of its proper 
subgroups. 


Il. Groups of type 8(p”). Let us consider two groups of Priiferian 
type ** 3(p”), A= 3(p”) and B= 3(q”) where p and q are primes. A group 
of this type possesses the well-known property that each proper factor group 


of it is isomorphic to itself. Therefore, if p +9, A and B have no subdirect 
sum other than the direct one. 24 


*1 By 3(r) we denote the cyclic group of order r. 
*2 According as B, is the zero group or not. 
%3 See Prirer [12]. 


*4 It is readily seen that a group of type 8(p”) has no non-direct subdirect sum 
with a finite group. 
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Consider now the case p= gq. Then to each pair of finite subgroups 
A, = 3(p") and B= 8(p") of A and B, respectively, there exists, by 
Theorem 1, a subdirect sum G—A+8B with the kernels A, and By. We are 
going to prove: 

THEOREM 10. A subdirect sum G=A4+4B of the groups A = 3(p”) 


and B= 3(p%) with the kernels A,=3(p”) and B,—3(p") is isomorphic 
to the direct sum A+B, provided m =n. 


Assume m =n (n< oo) and consider a generator system a),@;,@>,... 
of the group A; the a,’s are connected by the usual defining relations 
Gg=- 0, Ppa,=O0, pa, =a,, pad. <=d,,... 
G must contain elements of the form (a,, 6) for r—0,1,2,...; for a fixed r, 
let the (finite) set of all (a,,6) be denoted by A,. Then we have obviously 
DY A,S Ay-r (Kise O28, 255 ).7): 
Since A, consists of but a finite number of elements and contains all the sets 


(*) Ap Al OF ADO AS. Ss, 
we conclude that there exists an element c, = (a,, 6) == O in G which occurs 
in an infinity of the sets (*). 

Now let A’ denote the set of those (a,, 6) of A, for which p’(a,, 6) = 
= (a,, &) and let c, =(a,, 6,) be an element common to an infinity of the sets 
Heaney Ags 2) Ass 4-8 
The choice of c, guarantees the existence of such a c,. Thus proceeding, we 
obtain elements c,C,,C:,... of G satisfying the following set of relations: 
Co = 0, Poo =9, PCy =O, Pl, =, ... 

Consequently, G contains a subgroup C of type 3(p”), generated by the 
elements C,,C;, Co, --- 

Next we observe that if*® O(a)—p”t*(s=1,2,...), then (a, 5)€G 
implies O(6) = p***. In fact, this is an immediate consequence of Theorem 3, 
for in the factor groups A/A, = 3(p*) and B/B, = 3(p~) only cosets of the 
same order p* may correspond to each other under an isomorphism. Hence, 
in the mentioned case, we have the divisibility relation O(6)|O(@). T his con- 
clusion holds for all the c,’s constructed above (not only for »>m) in view 
of the relations cy, =p" cm41 (v= 0, 1,2, ..., m). 

We are now in a position to show that C has no element + ©, O) in 
common with the subgroup D of G which consists of all (0,6) with b€B, 
and is therefore isomorphic to B,. To prove this, assume g = (a, BEC n D. 
Then g has the form g = kc, = (ka,, kb,) and also -the form g = (0, 6') for 
some r,k, and 6’€B,. Hence ka, =0, O(a,)|k and therefore, by the previous 
remark, O(0,)|k, whence kb, =0 follows. This establishes g = (0, 0), in fact. 


25 The order of an element x will be denoted by O(x). 
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Each element (a, 6) of G may be decomposed in the form 


(a, b) = (ka,, 6) = (ka,, kb,) + (0, b—kb,) 
where 
(ka,, kb,)=kce,EC and (0,b—kb,)ED. 


Therefore, we actually arrive at a direct sum representation 
G=A+B=C+DZA+B,. 


Ill. Example for a directly indecomposable subdirect sum. The 
examples of (non-trivial) subdirect sums considered so-far were all directly 
decomposable. This is always the case if the components are finite Abelian 
groups, as it follows at once from the fundamental theorem on finitely 
generated Abelian groups. But in case the groups are non-commutative or 
infinite, the subdirect sums are, in general, directly indecomposable.** For. 
non-commutative groups this may be illustrated by the following simple 
example. 

Let both A and B be isomorphic to the symmetric group ©, of order 6, 
and let A, and B, denote those subgroups of A and B, respectively, which 
are of order 3; these are normal subgroups and are already commutative. 
The subdirect sum G=A-+8B with the kernels A, and B, is directly inde- 
composable. For, a direct decomposition would have components of order 2 
and 9, or 3 and 6; hence one of the direct components would lie in the 
center, but — as may be readily checked — the center of G consists of the 
group identity alone. 


§ 9. On the isomorphism of subdirect unions with the same kernels 


First of all we intend to show what we have already mentioned in § 4: 
there may exist non-isomorphic subdirect sums of two groups with the 
same kernels. 

We need the following simple fact. 

Let A= A’+A” and B= B’ +B” have two normal subgroups Ay = 
=A)+ Ay (Are A’, Ap SA”) and By, = Bi+By (Bc B’, By <B’), respecti- 
vely, such that A’/Aj ~~ B’/B, and A”/Aj’ =~ B”/By’. Then a subdirect sum A+ B 
(with the kernels A, and By) which is obtained by letting the cosets of A’/Aj 
and A”/Aj. correspond to the cosets of B’/B, and B’/By’, respectively, is the 
direct sum of the subdirect sums A’+ B’ (with the kernels Aj and Bj) and 
A” + B” (with the kernels Aj’ and B,’). Indeed, a subdirect sum A+B in 
question consists of pairs of the form 


(a, 6) = (a’ +a", b+ 6”) = (a’, b') +a”, b”) (a€A, DEB) 


*6 For a directly indecomposable infinite Abelian group (of rank 2) see 
Pontrjaain [11]. 
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where the (uniquely determined) elements a’€A’ and b’€B’,a”€A” and b”’€B" 
belong to corresponding cosets of A’ and B,, resp A, “and VB: 


In order to illustrate the mentioned possibility, let 
A—A' 4A" = 3(p) 4 3(p') 
B= B 4B’ = 3(p') 4.3(p?. 


We form two non-isomorphic subdirect sums of A and B with the same 
kernels 


and 


E A, = Ay + Ay & 3(p') + 3(p’) (A, CA’, Ai’ SA”) 
an 


B, = By + By & 3(p’) + 3(p) (Bie Bl BB; aBD. 
Since the factor groups A’/Aj, A”/A(’, B’/B, and B”/By’ are all isomorphic to 
3(p), therefore, by virtue of the previous remark, the following subdirect 
sums exist: 

(1) G= A+B =(A'+B) 4(A" 4B’) where the kernels of the sub- 
direct sums on the right hand side are Aj and B;, resp. Aj’ and Bi. The 
discussions in §8 imply 

G = (A’ + Bi) + (A” + Br’) = 3(P*) + 3(P) + 3(P*) + BCP). 

(2) H=A+B=(A’+B”)+(A”+B’ where the kernels of the sub- 
direct sums on the right hand side are A, and B,, resp. Aj and By. Hence 
we obtain 

H = (A’ + By) + (BY + Ac) = 3(P*) +3(P) + 3(P) + 30%). 

Nevertheless, G and H are not isomorphic. 

A similar instance may be given by the aid of groups of type 3(p”) 
by making use of Theorem 10. 

It seems natural to raise the problem of finding necessary and sufficient 
conditions for deciding whether or not two given subdirect unions of two 
structures A and B of type I—IIl with the same kernels A, and B,, are 
isomorphic. I did not succeed in solving completely this problem. Now I am 
going to give an almost trivial sufficient: condition for the isomorphism of 
two subdirect unions of the considered type. 

In the formulation of this condition we shall make use of the following 
concept. 

Let A be an arbitrary algebraic structure, “of one of its normal sub- 
structures and F the quotient structure A/A). It is evident that each auto- 
morphism J” of A which leaves A, invariant: Al = Ay, induces an auto- 
morphism y of F such that, under y, the image of the residue class containing 
a is the residue class containing a’. If to an arbitrarily given automorphism 
y of F there exists an automorphism J’ of A such that y may be obtained 
in the way just described, we say that the automorphism y of F is extensible 
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to A. Plainly, in general, not all the automorphisms of F are extensible to A, 
but in case of groups the inner automorphisms are always extensible, as it 
can readily be proved. 

For convenience, we shall identify the quotient structures A/A, and 
B/B, under two arbitrary, but fixed isomorphisms with an abstract structure F. 
Then each subdirect union G of A and B with the kernels A, and B, induces 
an automorphism £& of F, and conversely. This automorphism & may be 
described as follows: if f€F, choose an element a of A which belongs to 
the residue class modulo A, corresponding to f, then take a 6€8B such that 
(a, 6)€G and find f’€F corresponding to this 6; in this case f/—/f’. The 
construction of A+B for a given &€ is obvious. We conclude that there are 
as many formally different subdirect unions of A and B with the kernels A, 
and B,, as many automorphisms of F exist. Now we prove: 


THEOREM 11. Two automorphisms & and n of F define isomorphic sub- 
direct unions, if there are automorphisms y and 6 of F so that y is extensible 
to A and 6 is extensible to B, further the equation v& = 16 holds. 


Let J’ denote an automorphism of A which is an extension of y, and 
4 an extension of 6 to B. Note that the correspondence (a, 6) — (a™', 6) is 
an isomorphism between the subdirect unions belonging to § and y&, respec- 


tively, and (a’,b’)++(a’, 6”) is the same for 7. and »é. Considering that 
v& = no, we have our assertion. 


(Received 15 April 1952) 
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O TIOJNPAMbIX CYMMAX, | 
JI, PYKC (Bygjanewrt) 


(P e310 Me) 


B pane CTpyKTypHbIx Teopem aOCTPakTHOH anreOpbl BCTPeyaloTCA NOANPAMbIe CyMMbI, 
KOTOPbI€ OBHAKO He flalOT NONHOFO OG6O3PeHKA aHHOH anreOpan4eckOw CHCTEMBI, KaK NPAMBIE 
cymMMbI. [IpwunHa aTOrO 3aKmOYaeTCA B TOM, YTO NOKAa elle HE H3BECTEH TAKOH METOA, TPH 
NOMOWK KOTOPOrO 6bII0 Obl BOSMOXKHO ,,BHELUHee“ NOCTPOeHHe BCeX NOANPAMbIX cyMM. (Ilona 
»BHELWHHM“ NOCTPOeHHEM MOMpPasyMeBaeTCA TO, YTO O NPOKSBOAKMOHK rpynne MbI HCNOAB3yeM 
JMUIb TaKHe (PakTbi, KOTOPbIe MOTT GbITb C/OPMyAKPOBAaHbI NPH NOMOLIH TaHHbIX KOMMOHEHT.) 
Hacrosusad pa6ota faéT OOUHH METOA NOCTPOeHHA NOANPAMOH CYMMbI ABYX rpynn, HAH 
Koneu, HH anreOp Bynsa. OQTOT MeTOM BakmOYNAaeTCH B CeMyOUleM. 

flycrs rpynnbt (konbua, anre6ppr Byaa) A u B npu nomouH rOMOMOpdHH Nepexo_AT 
B rpynny (KOmbuO, anrespy Byaa) F. Te napsi anementos (a, 6) (a@€ A, O€B), KoTopmie npx 
NOMOULH BbILIeyKasaHHbIX TOMOMOPHHH Nepexo_sT B TOT *Ke aeMeHT EF, QaloT NOANpAMyw | 
cymmy A u B, ecaw feHCTBHA NPOKSBOAHTh NOKOMMOHEHTHO. ABTOP AOKa3bIBaeT, 4YTO 3TOT 
MeTOA ABIAeTCA OOWEH KOHCTPYKUHeH JIA yKa3aHHbIX CHCTEM. 

B janbHehueH 4aCTH paGOTHI ABTOP AOKASbIBACT HECKOAbKO YTREPKCHHH OO H8OMOpdHH, 
MOKA3bIBaeT HECKONbKO MPHMEPOB HW WeNaeT HECKOADKO 3aMe4aHHH 06 H3OMOPdH3Me NOA- 
NPAMbIX CYMM, MPeACTABeHHBIX H3 TOMMECTREHHBIX KOMMOHEHT. 


ON THE DECOMPOSIBILITY OF ABELIAN p-GROUPS 
INTO THE DIRECT SUM OF CYCLIC GROUPS 


By 
A. KERTESZ (Debrecen) 
(Presented by L. Répe1) 


§ 1. Introduction 


According to an important theorem of PRUFER a countable abelian 
p-group is the direct sum of cyclic groups if and only if it does not contain 
elements of infinite height [3]."2 It is well known that this theorem cannot 
be extended to non-countable groups. KULIKOV succeeded in giving a suffi- 
cient and necessary condition for an abelian p-group of arbitrary power to 
be the direct sum of cyclic groups [2]. In, what follows | shall give a criterion 
of a different kind for the same fact; this criterion can easily be proved and 
the above mentioned results of PRUFER and KULIKOVv follow without difficuity 
from it. Other immediate corollaries. of our theorem are the fundamental 
theorem of finite abelian groups, and a result of BAER according to which 
an abelian p-group containing an element of maximal order is always the direct 
sum of cyclic groups [3]. As an abelian torsion group is the direct sum of 
uniquely determined p-groups, our result can be extended in an obvious 
way to torsion groups of arbitrary power. I remark that in the following 
proofs there is made no use of ordinal numbers and of the method of trans- 
finite induction; merely we need ZORN’s lemma, but even this is involved 
only in the proof of BAER’s and KULIKov’s theorem. 

The notations and symbols used are the following. The letters x, a, Ope 
denote elements of groups and the other small Latin letters ordinary inte- 
gers, in particular p a prime number. Groups. are written additively. We 
denote by O(a) the order of the element a of a group. In what follows 8nly 
abelian p-groups are considered, i.e. abelian groups in which the order of 
every element is a power of a fixed prime p. In investigating such groups, 
an important réle is played by the concept of the height of an element. An 
element a==0 of the p-group G is said to have the height A= H(a), if the 


1 The numbers in brackets refer to the Bibliography at the end of this paper. 
2 For notation and terminology see the next paragraph. 
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equation p'x—a is solvable in G for n<f, but not for n>h. We define 
H(a)=oo if p"x—a has a solution x€G for each natural number n. We 
emphasize that H(a) is defined only for a-+-0.° If G is the direct sum of 
its subgroups B,, B,,..., and g—b,+6,+...(6,€B,), then evidently H(g)< 
<H(b,) (v=1,2,...) holds. The elements a,,...,@, of the group G are 
called independent if r,a,+...+7,@,—0 implies 1,0, = ...=Tn2,=0. An 
arbitrary set S of elements of G is independent, if every finite subset of S is inde- 
pendent. The independence so defined is therefore a property of finite cha- 
racter, consequently, by virtue of ZoRN’s lemma (or the equivalent lemma of 
TuKEY), every subset R of G contains a maximal independent system S. If 
R=G, we call S a maximal independent system of G. 


§ 2. The criterion 


In formulating the theorem below, we shall have to make use of the 
following 


DEFINITION. A maximal independent system P of the abelian p-group 
G will be called a principal system of G, ifnoelement of P can be exchan- 
ged for an element of a greater height of G without violating the indepen- 
dence of the system.® 

REMARK. Each element of finite height of a principal system is obviously 
of order p, for an element a€P of order p* (k > 1) would be exchangeable for 
the element p*-'a of a greater height. 

Our principal aim is to prove the following 


THEOREM. An abelian p-group G containing no element of infinite height 


is the direct sum of cyclic groups if and only if there exists a principal system 
of elements in G. 


PRooF. The necessity of the condition of the Theorem is almost evi- 
dent. In fact, let us suppose that G is the direct sum of the cyclic groups 
{cy} with O(c,)—p”». In this case the set of all elements p”»-!c,—=a, is a 
principal system P of G. For P is a maximal independent system in G; 
furthermore for an arbitrary element a’€G of order p* a relation of the form 

Da’ = 110, +%..+0ndn 
holds (with a suitable notation of the elements of P), showing that a,,..., Qn 
are the only elements of P one of which may be replaced by a’ without 
violating the independence of the system P. Since H(a’)< H(p'-!a’) < H(a)) 


(i= 1,...,), no element of P can be exchanged for an element of a greater 
height of G. 


* By the height of an element g of G we always mean the number H(g) defined 
above, i.e. the height refers always to the whole group G, even when an element is, for 
the moment, considered as an element of some subgroup of G. 
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In order to prove the sufficiency of the condition in the Theorem, we 
consider an arbitrary abelian p-group without elements of infinite height 
and containing a principal system S. We determine for any a,€S an element 
c.€G such that 


(1) p'*ty= a, with. A, = H(a,). 

We state that G is the direct sum of the cyclic groups {c,}. Indeed, the inde- 
pendence of the system of the c,’s follows immediately from the fact that a 
relation among the c,’s would imply, by multiplication by a suitable power 
of p, a relation among some of the a,’s. Therefore only the fact remains. to 
be proved that the direct sum GQ’ of the cyclic groups {c,} cannot be a 
proper subgroup of G. 

Before proving this, we make the following remark: A relation 


(2) PS =Mhey st oc e t+ finn (g€G) 
implies p|r; (i—1,...,m). For let us suppose the contrary. Then there exists 
a relation (2) for which pyr; (i=1,...,m). Among the elements a, ..., Qm 
corresponding to the elements c,,...,c,, in (2), let a, be one of maximal 
height : 
h, = H(a,) 2 H(ai) (he Ler ae 112)» 
Thus, by virtue of (1), (2) implies 
== Pl p —f,0,+.2.. 

This means, however that the element a, of S can be exchanged for an ele- 
ment a’ with H(a’) > H(a,), without violating the independence of the system. 
This contradicts the principal property of the system S. 

Now suppose that G’ is a proper subgroup of G. Then there exists an 
element g€G such that | 


(3) g¢G, pgeG, 

i.e. a relation (2) holds. Thus r,=pri (i—1,...,m) and so 
D(g—Nna— .-- —Tnln) = 0. 

Therefore | 

(4) 2 =2—Nhi—.-. —Sinlm 


— as an element =+ 0, see (3) — is an element of order p, consequently, by 
the maximal independence of the system S, g’ is a linear combination of some 
a,’s, i.e., by (1), of some c,’s. Then (4) means that 2€Q’ which contradicts 


(3), completing the proof of the Theorem. — 
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§ 3. Applications 


From the Theorem of § 2 it follows at once the fundamental theorem 
of finite abelian groups : | 


Corottary 1. Every finite abelian group is the direct sum of cyclic groups. 


Indeed, any finite abelian p-group obviously contains a principal system 


of elements. 
As another application we have the following theorem of Baer [1]: 


CorOLLARY 2. Every abelian p-group having an element of maximal 
order is the direct sum of cyclic groups. 


As a matter of fact, if p“ is the maximum of the orders of elements of 
an abelian p-group G, then choose a maximal independent system of 
elements of height u—1, extend this system to an independent system by 
adjoining an (eventually empty) maximal system of elements of height u—2, 
and so on. The set of elements thus obtained is obviously a principal sys- 
tem in G. 

Now we prove the following theorem of KULIKov [2]: 


COROLLARY 3. An abelian p-group G is the direct sum of cyclic groups 
if and only if G is the uaion of a countable ascending chain 


(5) AiSA, SiesGaieso4 


of its subgroups such that each A, contains an element of maximal height 
Ia < oo 8 


Proor. The necessity of the condition is evident. In order to prove its 
sufficiency, we construct a principal system in G as follows. Choose a maximal 
independent system of elements € A, of height /, (‘‘/,-layer’”’), adjoin a maxi- 
mal system of elements € A, of height /,—1 (‘(j,—1)-layer”’), and so on, 
such that the resulting system S, shall be @ maximal independent system of 
A,.* In an analogous way we extend S, to a maximal independent system | 
S, of A, by adjoining a maximal layer of height /,, then a maximal layer of 
height j.—1, and so on. We proceed likewise in constructing successively the 
systems S;, S,,..., each S, being a maximal independent system of A,. Now 
we assert that the union S of all systems S,,S,,... is a principal system of 
G. Clearly, S is a maximal independent system of G, and the elements of S 
are all of order p. Hence for an arbitrary element g of order p* of G a repre- 
sentation 


(6) pg = 1,0, +. 
holds, a,,..., a, being suitable elements of S, ordered so that 
(7) aj€A,, implies a_.€ Am (s=1,....)é——1). 


Equation (6) means that a,,...,a, are the only elements of S one of which may 
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be replaced by g without violating the independence of the system S. There- 
fore it is sufficient to show that 


(8) h = H(p'"'g) < H(a,) (i=1,..., 2), 
for, by H(g)<H(p*'g), (8) implies H(g)<H(a) (i=1,...,n), which 
proves that S is in fact a principal system of G. 

Suppose (8) is not true and let 
(9) H(aj) <A < H(ais1) 1 as ee) 
Then, by (6) and (7), the element 

& = Pg — (id +... + adr) = Na+... + riai€ An 

with H(g’)2hA>H(a,) (see (9)) may replace the element a;€S,, without 
violating the independence of S,,, which contradicts the maximality of the 
H(g’)-layer of Sn. . 

An immediate consequence of Corollary 3 is the following theorem of 
PRUFER [3]: 

CoROLLARY 4. A countable abelian p-group is the direct sum of cyclic 
groups if and only if it contains no element of infinite height. 


For a countable abelian p-group is the union of a countable ascending 
chain of finite groups each of which contains an element of maximal height.’ 
I am indebted to Professor T. SzELE for his valuable remarks. 


RemarRK. L. Fucus has kindly called my attention to the interesting fact 
that the theorem above may be formulated in the following manner too: 
A subset C=(¢,,C,...) is a basis of the abelian p-group G if and only if 
C is a maximal independent system of G and no element of C can be replaced 
by an element of a greater order of G without violating the independence of C. 
[C=(c,%..-) is called a basis of G if G is the direct sum of the cyclic 


i) 
groups {¢,}, {c.},....] 


(Received 17 May 1952) 
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O NPAMOM PA3JIOXKKEHHM ABEJIEBbIX p-PPYMM B MPAMYIO 
CYMMY UAKJIMYECKHX Py 


A. KEPTEC (Jle6peuen) 


(Pe3 Me) 


B wactosmexX pabore QoKasbiBaeTca Cnenyrousan Teopema: AGenesa p-rpynna (npon3- 
BOJbHOH MOULHOCTH), 6€3 3eMEHTOB OeCKOHEYHOK BBbICOTbI, PasmaraeTcA B NpAMyHO CyYMMY 
UHKIHYeECKHX Ppynn TOrfa H TOAbKO TOra, eECIH B HEH COJCP>KHTCA MAKCHMAJIbHaA He3a- 
BHCHMaA CHCTeEMA 93JIEMCHTOB, HH OHH H3 3CMEHTOB KOTOPOH He MODKET ObITb 34MCHCH 
S3NEMCHTOM OOAbLIEH BbICOTHI 63 yuepOa fA HeE3aBHCHMOCTH CHCTEMBI. 

Hs 3TOH TEOPeMbI HENOCPEACTBEHHO BbITeKAaOT TPH TeOpeMbi OTKpPbITHIe P. Ba pom [I], 
J. A. Ky nuxopeim [2]  X. Mprodepom [3] coorsercrsenno. 


ON GROUPS WITH ATOMIC LAYERS 


By 
T. SZELE (Debrecen) 
(Presented by G. Hajos) 


In what follows we shall determine all groups containing no different 
isomorphic subgroups. It will turn out that these coincide with the locally 
‘cyclic torsion groups, the latter being the subgroups of the additive group 
of all rational numbers mod 1 (or, in a multiplicative realization, the sub- 
groups of the multiplicative group of all complex roots of unity). Here we 
shall use the additive notation, therefore, we consider the group in question 
in the form 


(1) C= C(2°) + C3") +++ + C(p") ++ 


where C(p”) denotes the group of type (p”) (or quasicyclic group); 
p denotes throughout a prime number. It is obvious that, for each non- 
negative integer n, the group C(p”) contains exactly one subgroup of order p”; 
these are cyclic groups and exhaust all proper subgroups of C(p”). We denote 
by C(p”) the cyclic group of order p”. 

The groups containing no different isomorphic subgroups may be cha- 
racterized in an other form too. The set of all elements of order m in G is 
usually called the /ayer L(m) of G; here m is a natural number or infinity. 
We shall call the layer L(m) of G atomic, if L{m) has no proper subset 
which is a layer of some subgroup of G. Clearly, L(oc) is an atomic layer 
only if it is the void set, furthermore, for a natural number m, L(m) is an 
atomic layer if and only if it is either the void set or it consists of exactly 
g(m) elements where g(m) is EULER’s function. 


Now we are going to prove the following 


THEOREM. For an arbitrary group G the following statements are equi- 
valent : 
a) G contains no pair of distinct isomorphic subgroups ; 
b) every layer of G is atomic ; 

c) G is isomorphic to some subgroup of ( 1). 
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Proor. a) implies b). Assume that G contains no two different isomorphic. 
subgroups. Then G contains no elements of infinite order, for if @ were such — 
an element, then the cyclic subgroups of G, generated by the elements a 
and 2a, respectively, would be distinct isomorphic subgroups of G. Let aéG 
be an element of finite order m. Then all the elements of G which are of 
order m must occur in the sequence a, 2a, 3a,..., for, in the contrary, 
G would have two different isomorphic subgroups. Consequently, we have 
shown that the elements of G of order m are in number g(m), i.e., each 
layer of G is atomic. 

b) implies c). Let G be an arbitrary group every layer of which is 
atomic. Then G contains no element of infinite order. Next we show that G 
is a locally cyclic group. Indeed, let a and 6 be two arbitrary elements of G._ 
Since the order of —b+a-+-6 is equal to that of a, a relation 


—b+a+b=ka 


holds for a suitable natural number k. Therefore the sum of two elements of 
the form ra-+sb may be written in the same form, consequently, the set of 
all elements € G of the form ra+s6 constitutes a finite subgroup H of G 
Let us denote by a the order of H and by (a) the number of the elements 
of order d in H. Then | 


Yd) == > 9(d) 


holds, and from O<w(d)<g(d) we obtain w(d)—g(d). In_ particular, 
w(n)= g(n) > 0, consequently, H is a cyclic group. (One can recognize in 
this argument the method by which the existence of a primitive root mod p 
is usually established.) Thus we have shown that G is locally cyclic, hence an 
abelian group. 

Now G, as an abelian group without elements of infinite order, decomposes 
into the direct sum of p-groups. In view of (1), it remains to be proved that 
the p-component G, of G is a group of type C(p") where O<n<~. This 
is actually a consequence of the fact that every layer of G is atomic. For if 
G,, contains an element c of a maximal order p", then the group {c} = C(p") 
obviously exhausts all the elements of G,. In case G, does not contain an 
element of a maximal order, then the layer L(p") of G consists, for each 
natural number n, of exactly y(p”) elements, and, obviously, the same can be 
stated of the layer L(p”) of the subgroup pG,. Hence we conclude pGp—= Gp. 
This implies the existence of an infinite sequence c,,¢.,c,,... of elements 
in G, such that 


(+0, pco=0, Pls==c,, pl;=Cy,.... 


In this case the subgroup generated by the elements c,,c.,c,,... is a group 
of type C(p”). Of course, this can not be a proper subgroup of G,, so that 
G,=C(p”). 
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c) implies a). This is obvious, for if D and D’ are distinct subgroups 
of (1), then the p-components of D and D’ must differ at least for one prime p. 
But two different subgroups of the p-component of (1), i.e. of C(p”), are 
never isomorphic (already their orders are not equal). 


(Received 30 May 1952) 


O TPYNNAX C ATOMHbIMV CJIOAMU 
T. CEJIE (Jle6peuen) 


(P e310 Me) 


B nactrosuseit padote gaoKasbinaeTCa, YTO NpOHsBKOAPHAaA rpynna G Toga HW TOAbKO 
TOrda HE COJEPKUT AKe pasan4Hble, NZOMOPPHbIe MeEXxKAy COGOK, NOA”rpynnbi, ecan G 130- 
mopdHa noarpynne (myaTunanKkaTHBHON) Fpynnbl BCeX KOPHeM H3 CAHHHLLbI. 
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ON PROJECTIONS OF PROBABILITY DISTRIBUTIONS 


By 
A. RENYI (Budapest), corresponding member of the Academy 


| Rabon, in a paper [5] published in the year 1917, solved the following 
problem : It is to determine a continuous function f(x, y), defined in a bounded 
domain K of the (x, y) plane, if given the values ofthe integral of this function 
along every chord of the domain K. From his results it follows, in particular. 
the following 


THEOREM R. /f K is a bounded domain of the (x,y) plane, and the 
integral of the continuous function f(x,y) vanishes along every chord of the 
domain K, then f(x, y) is identically equal to zero. 


Since that this theorem has been independently re-discovered by many 
authors. Thus, it has been proved by H. STEINHAUS in 1941 in a lecture 
held at the conference of the University of Lwow;! at that time, Prof. H. 
STEINHAUS was unaware of the results of J. RADON. Recently he found this 
paper and kindly called my attention to it. My attention was called to the 
present problem by G.Hajos who raised the same problem in connection 
with a conjecture of S. TARsKI [7], which has been proved in the meantime 
by TH. BANG [1], [2]. The theorem of BANG reads as follows: If a convex 
domain K is covered by 7 parallel strips S,,S:,...,S,, the breadths of which 


are d,,do,...,d,, respectively, then the sum Sa is greater than or equal to 


the breadth d of the domain K. Before making ‘clear the connection between 
Theorem R and that of BANG, let us make the following remark: if for some 
domain K there exists a non-negative integrable function f(x, y) whose integral 
along every chord of K is equal to 1, the statement of BANG’s theorem follows 
easily for this domain, because if the strips S,, S.,...,S, cover K, we have 


( ') bs a, = > {I F(x, y)dx dy =|| F(x, yydxdy =d. 


1 Cf. 16) where a short summary of the lecture can be found. 
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Such a function is known only for the circle; if K is the circle e+y'=I, 
the function 


: ] 
LQ SSeS 
2 sheik Cla SA ba 
has the required properties. To prove this, it suffices, by reasons of symmetry, 


to consider only chords which are parallel to the y-axis; for the chord x —a, 
for example, we have 


+i +1 
3 l dy A Fi, de oe 
a J / 1—a’ —}" mJ) Vi—z 
-Vi-at : -1 


This can be proved also without calculations by means of the well known 
geometrical fact that the surface of a segment of the sphere of radius 1 depends 
only on the height of the segment. 

It is easy to see that such a function can exist unly for domains K of 
constant breadth. As a matter of fact, for every position of the coordinate 
system we have # 


(4) || fe, yydxdy = [dy =[ax, 
K K K 


i.e. the breadth of the domain in the direction of the coordinate axes is equal 
to the constant {{f(x, y)dxdy which is independent of the direction of the 
k 


coordinate axes. It is not known whether there exists actually such a function 
for domains of constant breadth other than the circle. 

Now we turn to considering the connection of Theorem R with TARsKI’s 
conjecture. This consists in that if a function f(x,y) having the property that 
its integral is constant along every chord of K exists at all for some domain 
K, one may ask whether it is unique or not. Theorem R_ shows that (if the 
continuity of f(x, y) is also required) f(x, y) is unique.* Theorem R has been 
independently re-discoveted and generalized by I. SzaRski and T. WAZEwSsKI 
in their paper [8], in which.a very simple proof of this theorem can be found. 
Further generalizations of Theorem R will be included in a paper of I. Miku- 
SINSKI and C. RYLL-NARDZEWSKI to be published in the Studia Mathematica, 
and in a paper of W. WOLIBNER under preparation. The purpose of the present 
paper is also to give a new proof and some generalizations (different from 
those already mentioned) of Theorem R. 

It will be shown that the whole problem belongs essentially to probability 
theory, and can be attacked by analytical methods of probability theory, namely 
by the application of the theorem of unicity concerning characteristic functions. 


® If continuity is not supposed, f(x, y) can be modified on an arbitrary set, the common 
part of which with every straight line has the linear measure 0. 
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We show namely that Theorem R is a consequence of a theorem of H. CRAMER 
and H. Wop [4], which can be formulated as follows: 


THEOREM CW. Every probability distribution on the plane ts uniquely 
determined by the totality of its linear projections. 


Clearly, this theorem can be formulated also for mass distributions instead 
of probability distributions. 

Chapter! contains the proof — which is essentially that of H. CRAMER 
and H. WOLD, and is included in the paper only to make it self-contained — 
of Theorem CW mentioned just now, as well as of a generalization of this 
theorem for spaces of 3 or more dimensions (Theorem CW’), further the proof 
of the theorem (Theorem 1) that, for a broad class of distributions, the knowledge 
of an arbitrary infinite set of different projections already determines the 
distribution uniquely. It follows from this theorem that to ensure that the 
continuous function f(x,y) defined in the bounded domain Kk vanishes 
identically, it suffices to suppose that its integral vanishes along every chord 
parallel to some line belonging to an arbitrary enumerable infinite set of 
straight lines (Theorem 2). The paper leaves open the question whether or not 
this is true for every distribution. 

Chapter II is devoted to the study of finite distributions, i. e. — “using 
the terminology of mass distributions — of distributions consisting of a finite 
number of mass points, that is, points in which positive masses are concentrated. 
It has been conjectured by the author and proved by G. Hajos that a distri- 
bution consisting of n mass points in the plane is uniquely determined by n+-1 
arbitrary projections, but n projections are not always sufficient to determine 
the distribution (Theorem 3). The proof of this theorem is included in the 
paper with the kind permission of G.Hajos. We shall show that the 
same is true for 2 equal mass points in the space (Theorem 4). 

The author expresses his sincere thanks to H. STEINHAUS, T. WAZEWSKI, 
M. Fisz-and G. Hajos for their valuable remarks. 


* 


Chapter | 


The mentioned theorem of J. RADON can be formulated also in the 
following equivalent form: 

THEOREM R’. A continuous and non-negative function f(x, y) defined in 
the convex domain K, is uniquely determined if the value of its integral along 
every chord of K is given. r 

Let us show that Theorem R’ follows from Theorem R, and conversely. 
lf the value of the integral of the non-negative and continuous function f(x, y) 
is the same along every chord as the value of the integral of the continuous 
and non-negative function g(x, y), then the integral of f(x, y)—g(x, y) vanishes 
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along every chord and thus, according to Theorem R, we have 
f(x, y) =x. ¥). 


Thus Theorem R’ follows from Theorem R. On the other hand. if the integral 
of the continuous function f(x, y) vanishes along every chord of K, let us put 


\ fix. y) if f(x, y)20 
f(x, V) =) pe if we A tog 
and 
Fax, ¥) = F(X, YI—H(X, Y) 5 
it follows that f,(%. v) and f,(x, y) are continuous and non-negative, and the 
integrals of f,(x,7) and f,(x,y) have the same value for every chord of K. 
Hence from Theorem R’ we conclude that f(x, y)=/2(x, y) and therefore we 
have f(x, y)=0; that is, Theorem R follows from Theorem R’. 
Now instead of supposing that the integral of f(x,y) is known along 
every straight line, we may suppose that the value of the integral 


(1. 2) I(H) = || f(x, y)dxdy 
HK 


is known for every half-plane H where HA denotes the eommon part of the 
domain K and the half-plane H. In fact, if /(H) is known for every half- 
plane, then the value of the integral 


(1.3) US) = |[ fl, ydxdy 
K 


is knuwn for every parallel strip S, and thus the value of the integral ot 
f(x. y) along every chord / can be calculated by means of the limit relation. 


(1. 4) = | 1s yyds—=tim + || fox y)dxdy 


sak 


where Sa is a parallel strip whose mid-line is / and whose breadth is 4. 
Conversely, if i(/) is known for every chord /, /(H) can be calculated for 


+ 


every half-plane as M(H) = | i(le) dx “where i, denotes a chord which is 


parallel to the boundary line of H and which cuts the perpendicular to this 
line through the origin at a point having the abscissa x on this line. Thus 
we may suppose, instead of that /(/7) is known for every chord /, that /(H) 
is known for every half-plane H. 

Now the first step of generalization consists in that we omit the restrict- 
ion of f(x, ) being defined in a bounded domain, and consider functions 


+x+o0 


7(xX, y) defined on the whole plane, but suppose that the integral { { f(x, p)dxdy 
is finite. Without restricting generality we May suppose eu 
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+ & + 0 


(1.5) { | fe y)dxay=1, 


The second step in the generalization consists in that we omit the restriction 
that the non-negative function f(x, y) should be continuous, and suppose only 
that it is L-integrable. Thus we may consider f(x, y) as the density function 
of a probability distribution, and ask whether the values of the integral of 
this density function for every half-plane determine uniquely the density 


function, — or what is the same — the corresponding distribution function 
raid 
(1.6) F(x,y)= | | f(u, v)dvdu. 


Let / denote an arbitrary straight line through the origin, and let H, denote 
the half-plane: whose-boundary line is perpendicular to / and cuts / in a point 
whose coordinate on / is equal to p. Clearly, 


(1.7) Fi(p) = (H,) = || f(x, yy dx dy 


Ay 


as a function of p is nothing else than the distribution function of the projection 
on / of a random point of the plane whose distribution function is defined by 
(1.6). In what follows we shall call the linear distribution on / with the distri- 
bution function F,(p) the projection on / of the distribution on the plane with 
the distribution function F(x, y). The last step of generalization consists in that 
we consider also distributions which have no density function and prove the 
following 


THEOREM CW. Let F(x, y) denote the distribution function of an arbitrary 
probability distribution on the plane, and let us suppose that the projection 
of this distribution is known on every straight line | through the origin, ¢. e. that 
(1.8) Fi,(p) = ia aF(x, y) 

xcosp+ysingp=p ; 
is known as a function of p for every value of gp (O=@ <2) where ~ denotes 
the angle between the straight line l, and the x-axis. Then F(x, y) is uniquely 
determined for every value of x and y.? 

As it has been remarked in the introduction, this theorem is due to 
H. CrAMER and H. WOLD. We reproduce the simple proof of this theorem to 
make the paper self-contained. 


Proor. In what follows we shall denote by M(‘) the mean value of a 
random variable C, and by Pr(A) the probability of the event A. 


2 The uncertainity of the value of F(x, y) at its points of discontinuity does not come 
in, since we suppose (as usual) that F(x. y) is continuous to the left as a function of x 
as well as a function of y. 
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Let (&, 7) denote the coordinates of a random point on the plane having 
the distribution function F(x, y). Let us denote by w(u,v) the characteristic 
function of the point (&, 7) (or, in other words, of the probability distribution 
with the distribution function F(x, y)), i.e. we put 

+D+@D 


(1.9) w(u, v) = M(eiuE+e9) — | i) eiurt+ond F(x, y). 


The projection of the point (§,7) on the line /, has the coordinate 
Ecosg+ysing=¢, and thus F,,(p) is the distribution function of C,. If 
F.,(p) is known as a function of p, its characteristic function 


+@ 


(1. 10) Welt) —= M(e*%e) = | ed Fi, (p) 


is also known. But by (1.9) and (1.10) we have 
(1.11) y(t) = M(e''Sy) = M(e'*Ecose+nsing)) — w(t cosy, tsin g). 
Thus it follows that, for every real value of u and v, we have 


(1312) w(u, v) = ox, (Vu? + 2’). 


Hence w(u,v) is known for every real value of uw and v. As it is well known 
that a distribution function is uniquely determined by means of its characteristic 


function,* Theorem CW is completely proved. 
Using the same method, the following theorem can also be proved. 


v 
tx — 


THEOREM CW. A probability distribution in the n dimensional space is 
uniquely determined by its projections on such a set of subspaces of 
1,2,...,(a—1) dimensions which together cover the whole space. 

Thus, for instance, a probability distribution in the space of 3 dimensions 
is uniquely determined by its projections on every straight line passing through © 
the origin, or by its projections on every plane passing through a given line, 
or else by its projections on any collection of straight lines and planes which 
cover together the whole space. The proof of Theorem CW gives at the same 
time a criterion for a set of distribution functions F,,.(P) to be the projections 
of a plane distribution. Clearly, the necessary and sufficient condition of this 


consists in that Y very rhb +e’) shall be a characteristic function where 
+0 


(1.13) Wylt)—= | ed Fi, (p) 


By the same method we can prove also the following 


THEOREM 1. /f the point (§, 17) is contained with probability 1 in a circle 
B+-17'=R° and the distribution of the projection of the point (E. n) is given 


4 See e. g. [8]. p. 101. 
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on an arbitrary infinite set of straight lines through the origin, t.e. the 
distribution function F,,.(p) of the random variable ty —= Ecos y + n sing is given 
for an infinity of mod 2 different values of gy, then the distribution Junction 
F(x, y)= Pr(é<x,n<y) of the random point (&, n) is uniquely determined. 

Before proving Theorem 1, let us formulate as a theorem a corollary of 
this theorem which is a straightforward generalization of Theorem R.« 


THEOREM 2. Let f(x,y) denote a continuous function which is equal to 0 
if xX+y=R°* for some R>O. If the integral of f(x,y) vanishes along every 
line parallel to some line belonging to an arbitrary infinite set of lines 
passing through the origin, then f(x, y)=0.° 


PROOF of THEOREM 1. Let us denote by 9, 92,--.,Yn,-.. the values of 
y for which Fi,(p) is known. Let gy, denote a limit point of the sequence 
gn. According to (1.11) w(tcos gy, tf sing) is known for every value of ¢ and 
for every gy=gn. As w(tcos g, tsin ¢) is an analytic function of » for every 
fixed value of f, it follows that w(tcosg,tsing) is known for any fixed 
_value of ¢ for values g¢—g,, where jim Gn, ==. Hence we conclude that 


~w(tcos g, tsing)—wv,(t) is known for every value of ¢ and g, and thus 
Theorem 1 follows in the same way as Theorem CW was proved. The analyticity 
of w(t) is clear from the existence of the derivative 


(i . 15) Cait os it || (—x sin g +ycos qyeitcos r+ usin vd F(x, y) 
oP 
e+ yrs? 


for every (complex) value of ¢. 


Chapter II 


In this chapter we consider discrete distributions. For the sake of 
simplicity we shall use the terminology of mass distributions. Let us consider 
a discrete mass distribution on the plane, consisting of n mass points, i. e. 
a distribution consisting of the masses m, > 0 situated in the points (Xx. Ve) 
(k =1,2,...,n). We shall prove first the following 


THEOREM 3. A discrete mass distribution consisting of n distinct mass 
points with masses m,,m,,...,m, situated in the points (X,,y;),(%, Verne: 


‘6 It will be seen from the proof of Theorem 1 that Theorem 2 also holds if instead 
of supposing f(x, y) =0 for x?-++-y2=R* we suppose only that f(x, y) is sufficiently small 
for large values of x2-+ y?, for example, if for every 4 >0 we have 
(1. 14) Vays tt? | 
provided that /x?-+ y? > R(4) where R(A) is an arbitrary positive function of 4. q his will 
become clear by taking into account that, in the proof of Theorem 1, the condition that 
2+ 72<R2? is fulfilled with probability 1 serves only to ensure that the characteristic 
function #(p cos y, p sin y) should be, for any value of p, an analytic function of g, and 
this is ensured by the restriction (1. 14). 
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(Xn, Yn), respectively, is completely determined if its projections on n+ 1 arbitrary 
different straight lines through the origin are given. 

| have proved Theorem 3 only for the case of equal masses, in which 
case Theorem 3 is a special case of Theorem 4, and communicated the 
assertion for unequal masses as a conjecture to G. HAjos who succeeded in 
proving it. | am very thankful to him for his kind permission to publish here 
his elegant proof. 

PROOF OF THEOREM 3. For n= 1 the theorem is trivial. Let us suppose 
n=2. Let us mark the two extreme points of each projection and consider 
the projecting lines (i. e. the perpendiculars to the line on which the projection 
is considered) through these points; we shall call these lines, for the sake 
of brevity, extreme projecting lines. Thus if n+ 1 projections of the mass 
distribution are known, we have at least 2n-+1 extreme projecting lines, 
because at least 2 projections have two extreme points and only one projection 
can eventually shrink to a point (and this can happen only in case all points 
are lying on the same straight line). Each extreme projecting line passes 
through at least one mass point. As there are 2 mass points, there must be 
at least one mass point through which three or more extreme projecting lines 
are passing. Since all mass points are situated in one of the two closed half- 
planes determined by every extreme projecting line, we see that if r2=3 
extreme projecting lines pass through a point P of the plane, these lines 
divide the plane into 2r angular domains, and all mass points must lie in 
the interior or on the boundary of one of these domains. This domain is 
bounded by two extreme projecting lines, therefore all other extreme projecting 
lines, and thus at least one projecting line can have no common point with 
our mass system other than the point P itself. But since every extreme 
projecting line passes through at least one mass point, we infer that P itselt 
must be a mass point. Thus we have proved that there is at least one mass 
point through which three or more projecting lines are passing, and conversely : 
every point of the plane which is common to three or more extreme projecting — 
lines is a mass point. Consequently, considering only the extreme projecting 
lines, at least one mass point can be found. The projections of the 
remaining a—1 points on a+1 lines being known (by omitting the 
projection of the point already found), we can apply the same procedure again, 
and thus find one-by-one all mass points. Therefore Theorem 3 is proved. 
Clearly, the above proof furnishes an effective method for actually finding 
all mass points, and the corresponding masses. 

It is easy to see that Theorem 3 can not be improved: 2” projections 
do not always determine a discrete mass distribution consisting of n points. 
As a matter of fact, let us consider a regular polygon /7 with 2n sides, and 
let the system of n equal mass points, each of mass 1, situated in every 
second vertex of the polygon /7 be called system A, and let the system of. 
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n equal mass points, each of mass 1, situated in those 7 vertices of the 
polygon /7 in which there is no mass point of the system A, be called system 
B. It is easy to see that, denoting by /,,4,...,/, the perpendiculars to the 
‘pairs of opposite sides of the polygon //, the projection of the system A is 
the same on each line /, as the projection of the system B. Analyzing the above 
proof, it is easy to see that all mass distributions which are not completely 
determined by 7 projections are essentially equivalent to that mentioned just 
now, and can be obtained by replacing the regular polygon of 2n sides by 
some convex polygon of 27 sides, with vertices P,, P.,...,P., and having 
the following property: the lines P,P; and P,P, are parallel provided that 
i+j=1(mod 2) and /+/=4+/(mod 2n). Clearly, all polygons obtained 
from a regular polygon of 2n sides by an affine transformation satisfy this 
condition, but not only these; for instance, the hexagon P,P;P,;P,P,P, shown 
by Fig. 1 has the required property, though it cannot be obtained by an affine 
transformation from a regular hexagon. 


Instead of speaking of projections on some straight line / we can speak 
of projections from the direction perpendicular to / on some fixed straight 
ame L. bay | 
. Projections frum a direction can be considered as projections trom some 
point at infinity of the projective plane. It is easy to see that the proof, and 
hence the assertion of Theorem 3, remains valid for the more general case 
‘when projections frum finite points to / are also adinitted. 
| Let us consider now projections of discrete mass systems of the 3- 
dimensional space. We prove the following 

THEOREM 4. Let us consider a discrete mass distribution M in the 3- 
dimensional (x, y, Z)-spuce, consisting of n equal masses situated in the points 
with the rectangular coordinates (Xk. Vk, 2%) (k= 1, 2..... 1). If the (orthogonal) 
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projection of the mass distribution M ts given on n+ 1 arbitrary planes, no 
two of which are parallel, then M is completely determined. 

Before proving Theorem 4, let us mention that the theorem can not be 
improved. As a matter of fact, if the masses are situated in every second 
vertex of a regular polygon of 2n sides in some plane « and the planes on 
which these masses are projected are all orthogonal to «, we obtain the counter- 
example, considered in connection with Theorem 3. 


PROOF OF THEOREM 4. Let us denote by A,, Az,..., Angi the planes on 
which the mass distribution is projected. We may suppose that all planes 
Ax pass through the origin of the rectangular coordinate system (x, y,z) and 
that they do not pass through the z-axis, and the line of intersection of two 
of them does not lie in the (y, z)-plane. Let us choose a rectangular coordinate 
system (ux, vx) in each plane A, such that its origin coincides with the origin 
of the coordinate system (x, y, z) and let us denote by «ix, Six, Vix the cosines 
of direction of the straight line ve.=O and by cox, Box, 72x the cosines of 
direction of the straight line u,— 0. It follows that the projection of the point 
(x;.¥j.2;) on A, has the coordinates 


Uy ke = C1 Xj + Bik Yj YK 2; | j=TI, 2, 
Oye == 2 Xj + Bon Yj + Yonzj \ ax 1,2,....,a--1 
in the coordinate svstem (1,, +). Therefore, if these projections are given, the 


numbers 
(aK Uj ~— Hk U5 
pe eae eee ee a Vy; + Kz; 
Bix @o~n— Boxy e 
are known where 


rhe Yik@or— Y2rQik 
Seely yr <a ke Eee ease. 
Ei, ox— Box Gir 


AS ConYik— ik Yew ANd eo, fix—C1x fox are two cosines of direction of 
the perpendicular to the plane A,, which does not pass through the z-axis, 
the second is different from zero, and as the line of intersection of two planes 
Ay and A, (k’ =k) does not lie in the (y, z)-plane, their ratio 2, is different 
tor different values of k. Thus the numbers y; +42; (j= 1, 2,..., 2) are known 
in their totality for n-+1 different values of 4. Consequently, .all elementary 
symmetric functions of these numbers, . 


Si() = 2 (Ij +425). 


SA De Wt hzy Vint 22H) 


1 a < dy = 


Sx(d) = ry (95 +42), 
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are known for n-+1 different values of 2. As S,(A), oath), = 05 Sa(A) are 
polynomials of degree not greater than 7 in 4, it follows that these polynomials 
are completely determined, and therefore their values can be calculated (e. g. 
by NEwTOon’s interpolation formula) for 4==/. Hence we can obtain the values 
of S,(i), S:(i),..., S.(i), i.e. the values of the elementary symmetric functions 
of the complex numbers w; =: y;+-/z;. We conclude that the complex numbers 
w; can be determined as the roots of the equation 
w= S5(i)v +Sijw —-.-+(—1)'S, (i) =0 

and hence the pairs of numbers (y;, z;) can be obtained. Therefore, starting 
with the projection of the mass distribution considered onto the planes Ax 
(kK=1,2,...,2-+1), we can determine the projection of the same mass 
distribution onto the plane (y,z). As the position of the coordinate system 
(x, y,z) is arbitrary (we have to take care only of that no plane Ax should 
pass through the z-axis and the line of intersection of two planes A;, Ax should 
not lie in the plane (y,2)), it follows that the projection of the considered 
distribution can be determined for every plane except those planes which pass 
through the intersecting line of two planes Aj, A,; but the projections on such 
planes can also be determined by a limiting process and therefore, according 
to Theorem CW, the distribution itself is completely determined. Theorem 4 is 
herewith proved. 


(Received 30 August 1952)° 
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O MPOEKUMAX PACMPEQENEHHM BEPOATHOCTEM 
A. PEHbM (Bynanewr) 


(Pez3wme) 


nasa 1 pa6oTs! cosepxur WOKasaTeAbCTBO HH OOOOMeHHE CaAeAyoueii TeopemEt 
VU. Pagona: Ecou untrerpan nenpeppisuoil qdynkunn f(x, y) porHo 0 Ha kKaxkKOM xOopfe He- 
KOTOPOH KOHeYHOK OOmacTn K, To f(x, y)=0 ua K. 

Ota TeopeMa Oba OTKPbITA MHOFHMH ABTOPAMH HE3aBHCHMO Apyr OT Apyra. B padore 
NOKa3aHO, YTO BTA TEOPeMa HABANETCA MPAMbIM CeACTBHEM TeOopembI X. Kpamepa u X. Boaga 
cormacHO KOTOpOMy pacnpefemeHne BEPOSXITHOCTE/ B NMOCKOCTH OAHOSHAYHO OMpefeneHo C 
NlOMOLLIO COBOKYNHOCTH ero NPOeCKUHAX Ha BCX IIPAMbIX NAOCKOCTH. Jlanbuie WOKa3aHo, 4YTO 
ANA ONpefeneHuM 3TOrO pacnpefeneHuH AOCTaTOUHO 3HaHHe ero NpOeKUHii Ha GecKOHe4HO 
MHOPHX PasIM4YHbIX NPAMBIX, NPOXOAAUIHX Yepes AAHHy!O TORY. 

B raase Il w paccmatpnpaotca AMCKpeTHBIe pacnpeseacHny BepoATHOCTei (HH Macc) 
“4 H3I0KEHO AOKasaTenbCTBO faHHOe T.Taéwiom, TeopeMbl, 4YTO CCIM H3BECTHbI NPOeKWHH 
AMCKpeTHOrO pacnpeseneHHA, COCTONWUEFO M3 N TOYeYHBIX MACC MAOCKOCTH Ha n-+-1 paamny- 
HbIX MPHAMBIX HE MapasMeAHbIX M@xKAy COOOK, TO aTO pacnpexereHHA OAHOSHAYHO ONpene- 
neHo. TO Ke CaMOe HMeET MECTO AIA AMCKPeTHBIX pacnpefeneHHH # MpOCTPaHcTBe, ecaH RCE 
macCCbI OMWHAKOBbI; SHAHHE 7 PaSIHYHAIX MTpOeCKUHH 1A 3STOTO Roobime He AOCTaTOUHO. 


UBER DIE DETERMINANTENTEILER 


Von 
L. REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Bezeichne R einen kommmutativen Ring mit Einselement, das wir ohne 
Gefahr einer Verwechslung mit 1 bezeichnen, ebenso wie die natiirliche Zahl 1. 
Bezeichne ferner M eine rechteckige Matrix mit Elementen aus P. Wir nennen 
das durch alle Unterdeterminanten k-ter Ordnung von M erzeugte Ideal in R 
den k-ten Determinantenteiler von M und bezeichnen ihn mit D,. Unter einer 
Determinante O-ter Ordnung verstehen wir das Einselement 1 von R und dann 
ist auch 9,1. Ferner setzen wir bequemlichkeitshalber D,— 0, falls k gr6Ber 
ist als die Anzahl der Zeilen oder Spalten von M. 

Fiir gewohnlich pflegt man , nur im Fall eines Euklidischen Ringes. 
R in Betracht zu ziehen. Dann ist R bekanntlich ein Hauptidealring und ent- 
sprechend la8t sich D, einfach als der gréBte gemeinsame Teiler der genannten 
Unterdeterminanten von M definieren. In diesem Spezialfall gelten die wohl- 
bekannten Teilbarkeitsrelationen 


(1) Di| D4 Des (Ps Peay 
Diese sind ja im wesentlichen identisch mit den Teilbarkeitsrelationen 
(2) : e} | Cnr (k == | 2 ae ») 


der Elementarteiler ¢,,e,,... von M, die mit den 9, durch ®,—e,...& 
zusammenhangen. Nach STEINITZ' gilt ahnliches allgemeiner fiir die Dedekind- 
schen Ringe — so nennt man die R mit eindeutiger Primidealzerlegung — 
dann sind aber D, und e; Ideale in R. 

Im allgemeinen Fall lassen sich keine Elementarteiler ahnlich definieren, es 
ist auch nicht zu erwarten, daB die den Teilbarkeitsrelationen (1) idealtheoretisch 


1 E. Srrinitz, Rechteckige Systeme und Moduln in algebraischen Zahikérpern, Teil I. 
Math. Annalen, 71 (1912), S. 328—354; Teil Il, Math. Annalen, 72 (1912), S. 297-345 
S. auch K. Asano, Uber Moduln und Elementarteilertheorie im K6rper, in dem Arithmetik 
definiert ist, Japanese Journal Math., 20 (1950), S. 55—71, W. Franz, Elementarteilertheorie 
in algebraischen Zahlk6rpern, Journal f. reine u. angewandte Math., 171 (1934), S. 149—161, 
C. Cuevattey, L’arithmétique sur les algébres de matrices (Paris, 1936), Actualités Sci. Ind. 
no. 323, S. 5—33, und H. Fittina, Die Determinantenideale eines Moduls, jJahkresbericht d- 


'D. M. V., 46 (1936), S. 195—228. 
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entsprechenden Enthaltungsreiationen 
(3) De-1 Dart S Di (kK mel, 2, .;-) 
giiltig bleiben. Spater werden wir in der Tat ein Beispiel angeben, wo (3) 


nicht gilt. Merkwiirdigerweise ist aber (3) in etwas schwdcherer Form allge- 
mein richtig, und zwar beweisen wir den folgenden 


Satz 1. Fiir die Determinantenteiler D,,D,,... einer Matrix M_ tiber 
einem kommutativen Ring R mit Einselement gilt 
(4) K Dra Des S Di (Kiel 2) 


wobei k dus kleinste gemeinsame Vielfache von 1,...,k bezeichnet. (Selbst- 
verstindlich soll k in (4) als das durch das k-fache Einselement von R 
erzeugte Hauptideal aufgefait werden.) 


Vor dem Beweis fiigen wir zu diesem Satz einige Bemerkungen hinzu. 
Fiir beliebige Ideale a,b von FR bilden die ganzen rationalen Zahlen c mit 
der Eigenschaft ca©@b offenbar ein Ideal im Ring der ganzen rationalen 
Zahlen. (Selbstverstandlich kann dieses Ideal auch O sein.) Hieraus und aus 
Satz 1 folgt sofort, daB es zu jedem R eine wohlbestimmte unendliche Folge 


(5) crear. 

von positiven ganzen Zahlen gibt, mit denen 

(Clee Cz Daa Dav S Di (E sel cl 
fiir alle Matrizen M iiber R gilt und dabei alle c,c.,... médglichst klein 
gewdhlt sind, augerdem 

(7) Ck |k (k= 1,2; ...) 
ist. Endlich mu auch 

(8) Ck | Cat 


gelten, das wir sofort beweisen. Wir betrachten neben M auch die um eine 
Zeile und Spalte geranderte Matrix 


s 1 
M =( up 


wo an den leeren Stellen lauter Elemente O stehen. Fir die Determinanten- 
teiler D,, Di, ... von M’ gilt offenbar 


Dia == D, (K==0. 1, ..3). 


Andererseits gilt nach (6) auch 

Cktl Di. Die S tt c= re Pesce * 
Da sich hierfiir cys: De-1 Days © D;_ schreiben laBt, so folgt hieraus nach 
Vergleich mit (6) die behauptete Eigenschaft (8). 


Die Folge (5) wollen wir etwa den Defekt des Ringes R nennen. Dieser 
Begriff scheint uns hauptsachlich fiir die Integritatsbereiche von Wichtigkeit 
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zu sein. Ist (5) gleich 1,1,..., so nennen wir R einen Ring ohne Defekt. 
Insbesondere sind die Euklidischen und allgemeiner die Dedekindschen Ringe 
wegen (3) ohne Defekt. Wir wissen nicht, ob auch weitere Integritatsbereiche 
ohne Defekt existieren, und auch nicht, ob es Ringe mit dem (maximalen) 
Defekt 1,2,... gibt. (Wenn ja, so muB offenbar der Polynomring von un- 
endlich vielen Unbestimmten iiber dem Ring der ganzen Zahlen so beschaffen 
sein.) 

Der Beweis von Satz 1 wird als leichte Folgerung aus dem folgenden 
auch an sich interessanten determinantentheoretischen Satz gewonnen. 

SATZ 2. Bezeichne D eine Determinante 2k-ter Ordnung (k= 1), d den 
Hauptminor k +-1-ter Ordnung, 4 die Adjungierte von d. Es gilt 


+ ] 
(9) dA => (1) ea 
(7) 
wobet d* diejenigen Unterdeterminanten k-ter Ordnung der aus den ersten 
k+-1 Spalten von D bestehenden Matrix M* durchlduft, die die erste Zeile 
von M enthalten; t bezeichnet die Anzahl derjenigen Zeilen von d*, die unter 
den letzten k+-1 Zeilen von M* sind, A* bezeichnet die Adjungierte von d* 
din D).? 
Um zunachst Satz 2 zu beweisen, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen 
ein. Wir bezeichnen mit {x} die Menge der Zahlen 1, ..., x fiir eine natiir- 


liche Zahl x und mit O(X) die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X. 
Es sollen A, B zwei Mengen bezeichnen, fiir die 


(10) ~ O(A) = O(B) =k; 1€A; AC{2k}; Bo{k+1} 
gilt. Bezeichne noch (A, B) das Produkt der zu den Zeilenindizes i¢ A und 


Spaltenindizes j ¢ B gehdrigen Unterdeterminante von D und ihrer Adjungierten. 
Dann schreibt sich die rechte Seite von (9) als 


-d* ft, 


(11) Spaeth ete B), 
| AR eral 

ps . iat t 

wobei 

(12) t= O(AN (i2k}—tk+ 1})) 


ist und {2k}—{k+1} die Komplementare von {k-+1} in {2k} bezeichnet. 
Wir haben zu zeigen, daB (11) der linken Seite von (9) gleich ist. 


2 Eigentlich hat die rechte Seite von (9) nur einen Sinn, wenn der Ring, aus dem 
die Elemente von D genommen sind, die rationalen Zahlen enthalt. Aber auch fiir beliebige 
Ringe behdlt (9) seine Giiltigkeit, wenn man rechts die Nenner wegschatit, So da® man 
beiderseits mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner multipliziert. Dies denken 


wir ndtigenfalls stets ausgefiihrt. 


: 10 Acta Mathematica 
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Hierzu betrachten wir eine Permutation 


. Hg oars) 
(13) mae (HS) nas 
und bezeichnen mit G, dasjenige Entwicklungsglied von D, das zu der Per- 
mutation z der Zeilenindizes 1,..., 2k gehdrt. Offenbar kommt G, unter den 
Entwicklungsgliedern von (A, B) dann und nur dann vor, wenn 
(14) A=B 
ist, wobei B’ die Menge der durch zr hervorgerufenen Bilder der Elemente 
von B bezeichnet. 
Damit (14) stattfinden kann, hierzu ist nach (10) eine Vorbedingung, dab. 
(15) Leet ie 
gilt, d.h. 1 unter den Bildelementen 1’, ..., (K+ 1)’ vorkommt. Deshalb diirfen 
wir uns im folgenden auf die 2 beschranken, die der Bedingung (15) geniigen. 
Wir setzen fiir ein solches 7 


(16) z= O({k + 17 N 2k} —tk-+ 1})), 


wobei also z die Anzahl derjenigen Elemente x von {k-+ 1} ist, fiir die das: 
Bildelement x’ in die Komplementére von {k+-1} fallt. Offenbar gilt dann: 


(17) OszSk-1. 


Endlich bezeichnen wir mit / dasjenige Element von {k+1!, wofiir 
nach (15) 

(18) | Fi Geik+]}) 
gilt. 

Welche sind nun die den Bedingungen (10) und (14) geniigenden 
Paare A,B und wie grof fallt ¢ jedesmal aus? Vor allem sind die passenden B 
wegen (18) offenbar die k Mengen, die aus {k+ 1} durch Streichung je eines 
Elementes i+-/ entstehen. Dann Tiefert (14) auch schon das zugehdrige A, 
denn hierfiir ist (10) erfiillt. Ferner gilt nach (12) und (16) tz oder t== z—1, 
je nachdem (’€{k+-1} oder ’'€{k-+1!. Die Anzahl dieser i ist nach (16) 
gleich k—z bzw. z. 

Folglich ist der Koeffizient von G, in (11) gleich 


(19) (i ype, 
(Gz) ana 

Zz z—1 
wobei im Fall z =O das zweite Glied aufer acht zu lassen ist. Man sieht, 
daB (19) fir z=O gleich 1 und fiir die tibrigen z in (17) gleich O ist. Wir 
haben bekommen, da (11) aus denjenigen G, besteht, fiir die in (16) z=0 
gilt. Diese Forderung ist mit der Bedingung {k+ 1} ={k-+1} identisch. 
Ein Blick auf (13) zeigt, daB diese G, eben die Entwicklungsglieder des 
Produktes d4 ausmachen, womit wir Satz 2 bewiesen haben. 
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Um nunmehr Satz 1 zu beweisen, berechnen wir zunachst das kleinste 
gemeinsame Vielfache der in (9) vorkommenden Nenner, die sich auch als 


(20) (k—t) (7) (feet) 


schreiben lassen. Diese Zahlen sind dieselben wie 


‘k k! 
t(¢)= @—!(k—D! ed)» ame lt 


In dieser Zahl ist der Exponent einer beliebigen Primzahl p gleich 


e» 5 ((s)-['5")-L'5'). 


wobei [2] fiir reelle.z die gréBte ganze Zah! =z bezeichnet und m(= 0) die 
groBte ganze Zahl mit 


Pp sk 
ist. Hiernach ist (21) hdchstens gleich m. Andererseits nimmt (21) insbesondere 
fiir t= p” diesen Hodchstwert m offenbar auf. Folglich ist das kleinste gemein- 
same Vielfache der Zahlen (20) das Produkt aller p”, d.h. eben gleich der 
im Satz 1 mit k bezeichneten Zahl. 

Multipliziert man (9) durch diese Zahl k, so bekommt man, daB kad 
linear von den a*4* mit ganzzahligen Koeffizienten abhangt. 

Hieraus gewinnt man leicht den Beweis von Satz 1. Hierzu bezeichnen 
wir mit d:-1, G4; je eine beliebige Unterdeterminante von M von der Ordnung 
k—1 bzw. k+1. Dabei darf angenommen werden, da diese Unterdetermi- 
nanten wirklich existieren, d.h. daB M mindestens k-+-1 Zeilen und Spalten 
enthalt, weil sonst der Satz trivial ist. Aus vier Matrizen M konstruieren wir 
‘durch Nebeneinandersetzen die Matrix 


amet) 

Es ist klar, da& die von O verschiedenen Unterdeterminanten von M, vom 
Vorzeichen abgesehen dieselben sind, wie die von M. Diese Eigenschaft tiber- 
trigt sich auch auf jede solche Matrix M,, die aus M, durch Permutation 
der Zeilen und Spalten entsteht. Insbesondere laBt sich M. so wahlen, dafi 
sie eine Unterdeterminante D von der Ordnung 2k hat, deren Hauptminor 
von der Ordnung k-+1 eben dist und die Komplementare dieses Minors 
eben d,.; ist. Wendet man die vorige Bemerkung auf diese Determinante D 
an, so folgt, daB kdi4ide-1 eine bilineare Form der Unterdeterminanten k-ter 
Ordnung von D, d.h. auch von M ist, wobei lauter ganze Zahlen als 
Koeffizienten auftreten. Dies bedeutet Kd,41 d.-1€ Dx, womit Satz 1 bewiesen ist. 

Dag einfachste nichttriviale Beispiel fiir Satz 2 liefert der Fall k= 2. 
Dann handelt es sich um eine Determinante |x,;| von 4-ter Ordnung, wofiir 


10* 
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(9) zu folgender Identitat fihrt: 


pppoe 1 \ | X11 X12 | | X33 Xa0 X11 Xap | | Xo Xa4 | Mig Xis| Xt waza 
Hei X22 X28 | A") | x01 x00 | | Xan Kea] | Xen Xen] | Xie xual? | Xv X28 | | X41 Xae 
X31 X32 X33 | 
| X11 X12 | | Xo3 X20 (| X11 X13 | | X2eX2a] | X12 X13 Xo1 X24) 
| Xap Xg2| | Xa3 Xas} | Xs Aas! | X42 as X32 X33 | | X41 X44 
| X11 X12 Xoy Xe | | x11 X13 | | Xoo X24 a X12 X13 | | Xo1 X20 | 
| x41 X42 | | Xow Kaa | | | Xan Xan | | Xa Xo | aX | Xai Xa | | 


(Man beachte, daB die sechs Elemente X14, X24, X34, X41, X42, Xan links gar nicht 
vorkommen, also rechts herausfallen miissen, wovon man sich leicht auch 
direkt iiberzeugt.) Wir haben nachgerechnet, da — im Falle unbestimmter 
X11, ..+, X44 — die neun Glieder der rechten Seite linear unabhangig sind, 
und so hat man es mit einer ,unverkiirzbaren Darstellung“ der linken Seite 
zu tun. Auch 1a8t sich die linke Seite nicht mit ganzen Koeffizienten linear 
durch Produkte von Determinanten 2-ter Ordnung darstellen. Aus diesem 
Beispiel folgt, da® (3) nicht immer gilt, d.h. da® es Ringe mit Defekt gibt. 

Neben dem engen Zusammenhang von Satz 2 mit Satz 1 verdient Satz 2 
auch ein selbstandiges Interesse. Um dieses deutlich hertvortreten zu lassen, 
bezeichnen wir jetzt mit D die allgemeine Determinante na-ter Ordnung, 
worunter wir hier verstehen, dafi die Elemente von D Unbestimmte iiber dem 
rationalen Zahlkérper K sind. Das Produkt d/ einer. beliebigen Unterdeter- 
minante d mit der Adjungierten 4 nennen wir einen Laplaceschen Bestandteil 
(kurz L.B.) von D. Ist die Ordnung von d gleich m, also die von J gleich 
n—m, so nennen wir den Absolutwert |;—2m| der Differenz beider Ordnungs- 
zahlen die Stufe des betrachteten L.B. Selbst D—1-D=D.1 ist auch 
ein L.B., und zwar der einzige von der Stufe n. Die sdmtlichen Stufenzahlen 
sind offenbar 0, 2,..., 2 bzw. 1,3,..., 2, jenachdem n gerade oder ungerade 
ist. Da sich Satz 2 nach passender Anderung offenbar auf jede Unterdetermi- 
nante d von der Ordnung k+ 1 anwenden aft, so folgt aus diesem Satz, da — 
im Fall 2\n jeder 2-stufige L.B. linear von den O-stufigen L. B. tiber K 
abhdngt. (Obige Definitionen und die folgenden behalten den Sinn teils auch | 
fiir beliebige Determinanten.) 


Nun erzeugen die samtlichen L.B. einen endlichen Modul & iiber K. 
Wegen obiger Resultate scheint uns die genauere Untersuchung dieses Moduls 
ein interessantes Problem zu sein. So hatte man vor allem den Rang und 
eine unabhangige Basis von & zu bestimmen. Ferner sollte man (iiber Satz 2 
hinaus) nach weiteren linearen Abhangigkeiten in & suchen, die auch von 
Nutzen sein kénnen. 

Hierfiir bemerken wir, dal} selbst der Laplacesche Entwicklungssatz der 
Determinantentheorie ein Beispiel fiir solche Abhangigkeiten ist, da dieser Satz 
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besagt, da der n-stufige L. B. fiir jedes ganze m [o asns 3 linear von den 


n—2m-stufigen L.B. abhangt (mit Koeffizienten 0 und 1). Wir wissen nicht, 
ob jede lineare Abhangigkeit in 2 eine ,Folgerelation* aus den durch den 
Laplaceschen Satz angegebenen Abhangigkeiten ist. 

Aus Satz 2 folgt leicht das Korollar: Je nachdem die Ordnung n der 
Determinante D gerade oder ungerade ist, bilden die O- bzw. 1-stufigen L. B. 
eine Basis von & iiber K (die aber offenbar nicht unabhangig ist). Betrachten 
wir namlich einen L.B. von D, den wir als d/ schreiben kénnen, wobei wir 
annehmen diirfen, da d ein Hauptminor und 4 die Adjungierte von d ist. 
Es geniigt den Fall zu betrachten, daB die Ordnung von d mindestens um 2 
grofer als die von -/ ist. Diese Ordnungen bezeichnen wir mit k+1 bzw. 
1 (OS/<k). Wir erganzen D durch Hinzufiigung von k—/—1 letzten Zeilen 
und Spalten zu einer Determinante D’ von der Ordnung 2k so, daB die 
neuen Elemente in der Hauptdiagonale gleich 1 und sonst gleich O sind. 
Es ist klar, dafS die O-stufigen L.B. von D’ teils gleich 0, teils (bis auf das 
Vorzeichen) lauter L. B. von D sind von einer Stufe = k—/—1. Wendet man 
also Satz 2 auf D’ (statt D) an, so folgt, daB d/ linear von den letztgenannten 
L.B. von D iiber K abhangt. Da d4 von der Stufe k—/-+-1 ist, so haben 
wir als Resultat gewonnen, daf jeder s-stufige L.B. von D (s = 2) linear von 
denjenigen L. B. von D iiber K abhangt, die von einer Stufe <s sind. Hieraus 
folgt die obige Behauptung durch Induktion. 

Wir vermuten, da8 allgemeiner bei beliebigen ganzen Zahlen r,s 
(0 =r<s <n; r=s(mod 2)) jeder s-stufige L.B. linear von den r-stufigen 
L.B. tiber K abhangt. (Die jetzt bewiesene Aussage, selbst Satz 2 und der 
Satz von LaPLACcE bilden je ein Beispiel fiir solche Abhangigkeiten.) Durch 
die Bestatigung dieser Vermutung, genauer gesagt durch eine entsprechende 
Verallgemeinerung von Satz 2 wiirden dann als Verallgemeinerung von Satz 1 
Beziehungen von der Form 


l—k 
cD; DE Draw Dien (« al; 0 <m = sed 


entstehen mit einer von k,/,m abhangigen natiirlichen Zahl c. 


(Eingegangen am 22. September 1952.) 
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O JEJMTEAAX ONPEJEJUTEJIEM 
JI. POLI (Ceren) 


(P e310 Me) 


Tlon k-omM penutenem onpefenutTeneh MaTPHbl Hal KOMMYTATHBHbIM KOAbLLOM R Cc 
equHueh cnenyeT NOHHMaTb upean D,(K = 1), nopoxKpeHHbIM MHHOpaMH NOpsgKa k. Ecan 
KOmbUO R eBKIMAOBO, TO M3 TEOPEMbI JNCMEHTAPHBIX AeMHTeNMeH BbITeKAeT COOTHOWEHIe 
qeMMOCTH 

Di| Dir Dest (k= 1); 
agecb Dy=—1. Mo Ultrewtuuuy nmogo6xoe umeeT MeCTO HM B TOM GOnee OOuNEM C.ay4ae, 
Korfa R ecTb [efeKMHAOB0e KOMbUO, T.e. KOMMYTATHBHO€ KOAbUO C PAaBHbIMM HQea.1aMH, 
B KOTOPOM ugeanbr d= 0 AONyCKAWOT OMHOSHAYHOe Pa3zOx*KeHHe B MPONsBeEAeHHE MPOCThIXx 
ujeanos. B o6ujem Cayyae HMEeT MECTO COOTHOWEHHE 

DEK Dina Dear (k21), 
rye k ecTb HauMeHbulee OGuee KpaTHoe uncer 1,..., k. 


KURZER BEWEIS DER WARINGSCHEN FORMEL 


Von 
L. REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Die Formel von WARING lautet so: 


Sy) (—1)'k 
(Ax) a= pay Se (ai-F an) (hea72, ...), 
wobei a,—=(—1)*s ist, Sx, p» die k-te elementarsymmetrische Form bzw. die 
k-te Potenzsumme der Unbestimmten x,,..., xX, bezeichnet, endlich bedeutet 


»(k)“,daB aus der Summe nur die Glieder vom Gewicht k zu behalten sind. 

Die bekannten rein algebraischen Beweise sind ziemlich umstandlich. 
Wir geben hier einen sehr leichten algebraischen Beweis an, der so ermég- 
licht wird, daB wir gleichzeitig auch 


n 


k-1 
(Bx) p= D> (=D fay (i +--+ ban) (k= 1,2).+.) 


t=) j=1 
beweisen. ; 
Zum Beweis werden wir die Formel 
(1) > = (nf Ng GH 1. a=) 
ral OX, 
bendtigen. Da die linke Seite offenbar gleich ca;-, ist mit einer ganzen Zahl 
c, so geniigt es zur Bestatigung von (1) zu zeigen, daB (1) nach der Erset- 
zung X,;— --- =X, —1 richtig ist. Diese Ersetzung fiihrt (1) in die Gleichung 


(n—l , ; ‘ier 
n(—1y 9] = a F$ D j2] 
iiber. Diese ist richtig, folglich ist auch (1) richtig. 
Als weitere Vorbereitung beweisen wir noch den folgenden 
HILFSsAtz. Gilt fiir ein ganzzahliges Polynom 


v OF(Gis «s+ a.) =) 
= aX, 


(2) - 
so ist f(2,,..,2n) konstant. 


1S. z. B.: Perron, Algebra, Bd. |. (Berlin, 1951), 3. Aufl. S. 151—154. Fiir einen sehr 
kurzen analytischen Beweis mit Hilfe unendlicher Reihen s. CesAro—Kowacewskt, Elemen- 
tares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infinitesimalrechnung (Leipzig, 1904), 


S. 398—399. 
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Wenn das nadmlich falsch ist, so betrachten wir das in der lexiko- 

graphischen Anordnung erste nichtverschwindende und nichtkonstante Glied 

ca...an | 

von f(a,,...,@n), wobei c(=- 0) eine ganze Zahl ist. Wir diirfen 
ij=---=i41=0, §>0 (l=j=n) 

annehmen. Wegen (1) enthalt dann die linke Seite von (2) das Glied 

—¢c(n—j +1) i a;-1a9-1 a4)... ai"(= 0), 

und zwar geht dieses allen tibrigen Gliedern lexikographisch voran, kann 

also nicht herausfallen. Dies widerspricht der Gleichung (2), woraus der 

Hilfssatz folgt. 

Nunmehr beweisen wir (A;,) und (B,). Insbesondere lautet (A,) als 
pPi=—a,. Da dies richtig ist, so geniigt es, wenn wir die folgenden zwei 
Behauptungen beweisen: (bei festem k) aus (A,) folgt (B,), aus (B,) folgt 
(Ai.-1). 

Zum Beweis setzen wir 


(3) Sites t Gans 
Erstens nehmen wir (A,) fiir ein festes k an. Wird in (A,) x, durch 
zx, ersetzt (r—1,...,m) mit einer neuen Unbestimmten z, so gehen px, a, 


in 2‘ px, za, tiber. Differenziert man dann nach z und setzt z—1 ein, so 
entsteht 


k 
kp & (1 K(@ + 2a, + +++ + 4,)S. 


Nach Dividieren durch k stimmt dies mit (By) iiberein. 

Zweitens nehmen wir (Bx) fiir ein festes & an. Man darf in (B,) die 
beiden Summen auch auf ik, / =O erstrecken, weil der Summand fiir i—=k 
keine Gleider vom Gewicht k enthalt bzw. fiir 7—0O verschwindet. Ferner gilt 
nach (3) | 


h n k 
(4) = > (—liasSi= >” (—-1)'(S' + S*) =0, 


=e 


weil das Polynom 
ri 
> (—1)(S'+ S#) = 1 +(—1)+1 ge 


keine Glieder vom Gewicht k enthalt. Deshalb folgt aus (B,) nach Addieren 
der n-fachen linken Seite von (4): 


k ae ; : 
P= SY S'(—1)'(n—jajS'. 


i=) -j=0 


Es geniigt hier fir j—0,...,2—1 zu summieren, weil der Summand 
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fiir y= 17 verschwindet. Ersetze man noch im Summand / durch j/—1: 


hk nr 
ms Pr= 20 2 (Inf + Nay S* 
Die innere Summe ist nach (1) und (3) gleich 
a Pere iB . Vales Nish 
——— a9 Ny een ede ce tS esa ee es 
2s Fa — Ss 3 = Sy to 


Somit folgt aus (5) (bei Ersetzung von i ae i—l): 


+1 " P 
Vow Be far ast 
P= 2 2, ( M fie 


Nach Umordnung haben wir 


. hl ba 
p= > ax, bay (— Br sald 
wobei man offenbar (k+-1) fiir (k) schreiben muBte. Da fiir die linke Seite 
Cm Oy Pen 
fat OX, K-1 
eingesetzt werden darf und p;,; nach dem Fundamentalsatz der symmetrischen 


Polynome jedenfalls ein Polynom von a,,...,a, ist, so folgt aus dem Hilfs- 
satz sofort, daB die Differenz 


kel 
Prt Ser me ; 
k+1 4 sed. i s 


eine Konstante sein mu8. Sie kann aber nur aus Gliedern vom Gewicht k+ 1 
bestehen, somit mu sie verschwinden. Das bedeutet eben die Richtigkeit von 
(Aw1). Wir haben beide Formeln (Ax), (Bx) bewiesen. 


(Eingegangen am 22. September 1952.) 
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EIN BEWEISANSATZ FUR DIE ISOPERIMETRISCHE 
EIGENSCHAFT DES IKOSAEDERS 


Von 
L. FEJES TOTH (Veszprém) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


In einer Abhandlung vom Jahr 1841 spricht STEINER' eine bemerkens- 
werte Vermutung aus: ,Dass das regelmassige Dodekaéder und Ikosaéder, 
jedes unter allen Koérpern, die mit ihm von gleicher Gattung sind, bei gleicher 
Oberflache das Maximum des Inhaltes reprasentiert, ist nicht zu bezweifeln.“ 
Unter Polyedern von gleicher Gattung werden hierbei topologisch isomorphe 
Polyeder verstanden. 

Im Zusammenhang mit dieser Vermutung, die STEINER auch fiir die 
iibrigen regularen Korper ausgesprochen bzw. bewiesen hat, schreibt STEINITZ* 
im Jahr 1927: ,,Fiir einen Beweis dieser Annahme ist auch nicht einmal ein 
schwacher Ansatz vorhanden, und da nach den Erfahrungen auf diesem 
Gebiete gréfte Zuriickhaltung im Aussprechen von Vermutungen zu empfehlen 
ist, miissen wir diese Frage, insbesondere soweit sie Dodekaeder und Iko- 
saeder betrifft, als noch ganzlich ungeklart bezeichnen.“ 

Heute steht jedoch die Steinersche Vermutung nur noch fiir das Ikosa- 
eder nicht fest und die in der letzteren Zeit entdeckten verschiedenartigen 
Extremaleigenschaften der regularen Kérper® scheinen die Vermutung — trotz 
der Bemerkung von STEINITZ — auch fiir das Ikosaeder zu unterstiitzen. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist sehr bescheiden: einen ,schwachen 
Ansatz“ zum Beweis der Steinerschen Vermutung fiir das Ikosaeder zu geben. 
Obwohl ein endgiiltiges Ergebnis in dieser Hinsicht noch nicht erzielt wurde, 
scheint uns die Methode, mit der wir dieses Problem anzugreifen versuchen, 
einer Publikation Wert zu sein. 


1 J, Steiner, Ueber Maximum und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der 
Kugelflache und im Raume iiberhaupt, C. R. Acad. Sci. Paris, 12 (1841), S. 479 = Ges. 
Werke II, 177—308, S. 295. 

2 E, Steinitz, Uber isoperimetrische Probleme bei konvexen Polyedern, I, J. reine 
angew. Math., 158 (1927), S. 129—153. 

8 Eine zusammenfassende Darstellung dieses Problemenkreises befindet sich im Werk 
L. Feyes Totu, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum (Berlin, im Druck). 
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Im §1 folgt ein kurzer historischer Uberblick tiber die im Zusammen- 
hang mit der Steinerschen Vermutung bisher erreichten Ergebnisse. Dann 
geben wir im § 2 eine Bedingung an, der ein jedes beste Polyeder mit vor- 
gegebener Eckenzahl unterworfen ist. Unser Hauptergebnis, das im § 3 genauer 
formuliert und bewiesen wird, lautet etwa folgendermaBen: besitzen die regu- 
laren 5-seitigen Pyramiden eine gewisse Minimaleigenschaft, so ist die Stei- 
nersche Vermutung richtig. Dabei scheint die die Pyramide betreffende Mini- 
malaufgabe begreiflicher zu sein, als das urspriingliche Problem beziiglich 
des Ikosaeders. 


§ 1. STEINER selbst konnte die obige Vermutung, abgesehen von dem 
schon durch LHUILIER erledigten einfachen Fall des Tetraeders, nur noch fiir 
das Oktaeder beweisen. Sein Beweis, der auf der von ihm herriihrenden be- 
rihmten Symmetrisierung beruht, laBt sich nicht auf den Fall der anderen 
regularen K6Orper tibertragen. 

STEINITZ befaBt sich u. a. auch mit einer anderen Vermutung von STEI- 
NER, nach der unter den Polyedern vom Typus eines n-seitigen Prismas, das 
einer Kugel umbeschriebene regulare Prisma das beste Polyeder ist. Diese 
Vermutung erweist sich fiir 23 als richtig, wurde aber von STEINITZ fiir 
n= 8 wiederlegt. Ob die Vermutung fiir n =4, 5, 6 und 7 richtig ist oder 
nicht, konnte STEINITZ nicht entscheiden. Da diese Vermutung fiir n= 4 mit 
der zuerst erwaéhnten Vermutung von STEINER beziiglich des Wiirfels iiber- 
einstimmt, sehen wir, daB STeINITz die Steinersche Vermutung nicht einmal 
fiir den Wtirfel beweisen konnte. 

Im Jahr 1936 hat GOLDBERG‘ die fiir ein jedes konvexes n-Flach von 
der Oberflache F und vom Volumen V giiltige Ungleichung 


3 

(1, 1) ty = 54(n—2) tg wa(4 sin? w,— 1); n= a5 
ausgesprochen, in der ‘Gleichheit nur fiir die regularen Dreikantspolyeder 
zutreffen sollte. Ist dies richtig, so folgt, daB das regulare Hexaeder und 
Dodekaeder nicht nur unter den topologisch isomorphen Polyedern, sondern 
sogar unter allen konvexen Polyedern mit 6 bzw. 12 Flachen die besten sind. 

GOLDBERG macht zur Unterstiitzung der Ungleichung (1, 1) von der Kon- 
vexitdt einer ziemlich verwickelten Funktion von zwei Veranderlichen Gebrauch. 
Da aber diese Konvexitat GOLDBERG nicht nachweisen konnte, mu8 sein Be- 
weis als mangelhaft angesehen werden. ; 

In einer im Jahr 1943 abgefaBten Arbeit® wurde die Ungleichung (1, 1) 
vom Verf. durch gleiche Gedanken unterstiitzt neu erhalten. Dort wurde die 


4 M. Gocpsera, The isoperimetric problem for polyhedra, Tohoku Math. J., 40 (1935), 
S. 226—236. 


5 L. Feyes, Uber einige Extremaleigenschaften der reguliren Polyeder und des gleich- 
seitigen Dreiecksgitters, Annali della Scoula Norm. Sup. Pisa (2), 13 (1948), S. 51—58. 
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ahnte Schwierigkeit deutlich hervorgehoben und die Konvexitat der genannten 
unktion durch ein Diagramm erleuchtet. Spater hat Verf. zwei Beweise fiir 
1,1) gegeben.° . 

Vermutlich gilt fiir jedes konvexe Polyeder mit n Ecken die mit (1, 1) 
naloge Ungleichung 


a = tA (n—2)(3tg?,—1); ==>, 

wobei Gleichheit nur ftir die regularen Dreieckspolyeder bestehen sollte. Daraus 
wilrde folgen, daB das regulare Oktaeder und Ikosaeder nicht nur unter den 
isomorphen Polyedern, sondern sogar unter allen konvexen Polyedern mit 6 
bzw. 12 Ecken die besten sind. 

Es sei jedoch bemerkt, daf unter den Polyedern mit 8 oder 20 Flachen 
nicht das Oktaeder bzw. Ikosaeder die besten Polyeder sind. Ebenso erweist 
sich unter den Polyedern mit 8 bzw. 20 Ecken weder der Wiirfel noch das 
Dodekaeder als extremal. Diese letzte Behauptung legt STEINITzZ durch die 
einfache Bemerkung klar, daB das Oktaeder besser ist als der Wiirfel, und 
das Ikosaeder besser als das Dodekaeder. 

Das beste konvexe Polyeder von vorgegebener Flachenzahl n ist. nach 
einem beriihmten Satz von L. LINDELOF und H. MINKOWSKI einer Kugel umbe- 


1, 2) 


schrieben. Fiir ein solches Polyeder ist aber VF, wobei r den Kugel- 
: ae GFE. ET 9 . ; . 
radius bedeutet. Folglich ist ea Ve = sodaB es sich um die Be- 


stimmung des einer Kugel umbeschriebenen n-Flachs von kleinstméglichem 
Volumen oder Oberflache handelt. Die Beweise von (1, 1) verfolgen alle diesen 
Umweg. Bei Polyedern von vorgegebener Eckenzahl steht uns aber ein dem 
Lindeléf—Minkowskischen Satz entsprechender einfacher Satz nicht zur Ver- 
fiigung. Folglich miissen bei Polyedern mit vorgegebener Eckenzahl ganz 
andere Methoden zur Hilfe gerufen werden als bei Polyedern mit fester 
Flachenzahl. 

Bedeutet e,k und f die Ecken-, Kanten- und Flachenzah! eines einer 
Kugel umbeschriebenen Polyeders, so gilt’ 

3 

(1,3) 4 = 9k sin aE (tg ai te Fe 1}. 
Gleichheit gilt hierbei fiir und nur fiir die regularen Koérper. Es 148t sich ver- 
muten, daB diese Ungleichung ihre Giltigkeit fir ein jedes konvexe Polyeder 


6 L. Feyes Tot, The isepiphan problem for n-hedra, Amer. J Math., 70 (1948), S. 
174—180; Extremum properties of the regular polyhedra, Canadian J. Math., 2 (1950), S. 


22—31. 
7S. die in * angefiihrte zweite Arbeit. 
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behalt. Da ein Polyeder mit 2 Filachen stets als ein Dreikantspolyeder, d. h. 
ein Polyeder mit k= 3n—6 Kanten und e=2n—4 Ecken, und jedes Poly- 
eder mit a Ecken als ein Dreieckspolyeder, d. h. als ein Polyeder mit 
k=3n—6 Kanten und f= 2n—4 Flachen aufgefabt werden kann, wiirde — 
bei Richtigkeit der oben ausgesprochenen Vermutung — (1,3) die Unglei- 
chungen (1,1) und (1, 2) als Sonderfalle enthalten. 


§ 2. Fiir die isoperimetrische Eigenschaft der regularen Vielecke sind 
verschiedene Beweise bekannt. Wir geben hier einen Beweis, der zur Uber- 
tragung auf Polyeder von vorgegebener Eckenzahl geeignet zu sein scheint. 


Es laf8t sich mit Hilfe des WeierstraB’schen Satzes leicht zeigen, daB es 
unter den konvexen n-Ecken ein nicht ausgeartetes n-Eck gibt, fiir das der 
Quotient L’/7 den kleinstméglichen Wert erreicht, wobei L den Umfang und 
T den Inhalt des n-Eckes bedeutet. Wir verschieben einen Eckpunkt E des 
n-Eckes bei Festhaltung der iibrigen Ecken mit dem infinitesimalen Vektor 
dr. Bezeichnen wir die dadurch bewirkte Inhalts- und Umfangsveranderung 
mit dT bzw. dl, so mu im Falle eines extremalen n-Eckes 

Ls L Bs A 
Fm 2 dlL— 7 AT= 5 
sein. Wir betrachten die von — nach den benachbarten Ecken A und B hin- 
weisende Einheitsvektoren e, und es, sowie die auf die Seiten EA und EB 
senkrecht nach aufen gerichteten Vektoren v4 und vx vom Betrag |va|—EA 
bzw. |vs|= EB. Setzen wir e=e,-+-ex und v—vi+Vz, so gilt, wie leicht 


d 


einzusehen ist, d7== 5 vd und dL = edr. Folglich haben wir 


(27e—4iv)ar—o. 


2 
Das kann aber fiir einen beliebigen Vektor dr nur so bestehen, wenn 


ausfallt. Diese Bedingung muB in jedem Eckpunkt des extremalen n-Eckes 
erfiillt sein. 


Die Vektoren e und v kénnen nur so entgegengesetzte Richtung haben, 
wenn AE=EB ist. Folglich miissen alle Seiten eines besten n-Eckes gleich- 


Kd 


lang sein. Da ferner der Quotient -—- in jedem Eckpunkt denselben Wert, 


: Mi 
namlich aT’ annimmt, sind auch die Winkel miteinander gleich. Das extre- 


male n-Eck wird daher durch die Bedingung (2,1) bis auf eine Ahnlichkeit 
eindeutig bestimmt: es erweist sich als regular. Damit ist der Beweis beendet. 

Die Existenz eines besten konvexen Polyeders mit 2 Ecken 1laBt sich 
ebenfalls leicht auf den Weierstra8’schen Satz zuriickfiihren. Es 1aBt sich ferner 
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zeigen, dafi es bei jedem Wert von n ein Dreieckspolyeder ist,’ das einer 
unten zu besprechenden Bedingung unterworfen ist. 

Verdndert sich die Oberflache F und das Volumen V eines konvexen 
Polyeders bei einer Verriickung eines Eckpunktes E um den_ infinitesimalen 
Vektor dr mit dF bzw. dV, so ist 

gl ‘lg re 
de am 3 ve adF—2 yd. 

Wir setzen voraus, da in E nur Dreiecksflachen Rien EE Buy (se 1,.1. ¥3 
E,41 = £,) zusammenkommen. Wir betrachten den von E aus senkrecht auf 
die Kante E,F;.; gerichteten Vektor s; vom Betrag’ |s;|—=E,E:1, sowie den 
auf die Flache f; senkrecht nach auBen gerichteten Vektor f; vom Betrag 
If;| =f. Wir nennen s=s,+--.+s, und f=f,+---+f, den zur Ecke E 


gehorigen Seiten- bzw. Fldchenvektor. Es ist leicht einzusehen, da& dF = ibe sdr 


2 
und dV=-tdr ist. Folglich gilt 
fd. se 2 i Fa 
d ip =p 2 S8dr— 3pstdt— gy39Vs—4F fdr. 


Im Falle eines extremalen Polyeders muf dieses Differential verschwin- 
den. Das kann aber fiir eine beliebige Richtung von dr nur so zutreffen, 
-wenn ; 

(2, 2) 9Vs—4Ff 
ausfallt. Diese Bedingung muf in jeder Ecke des extremalen Polyeders erfiillt 
sein. 

Von der Tatsache, daB das beste Polyeder nur Dreiecksflachen haben 
kann, machen wir im folgenden keinen Gebrauch und verzichten deshalb auf 
seinen Beweis. Jedenfalls zeigen die obigen Uberlegungen, daf wenn es unter 
den Polyedern vom Typus eines Dreieckspolyeders ein bestes gibt, dieses der 
Bedingung (2,2) Geniige leistet. 

Die Bedingung (2,2) entspricht der Bedingung (2,1). Da aber die 
Gestalt des Polyeders durch (2,2) im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt 
wird, scheiden sich bei diesem Punkt die in der .Ebene und im Raum zu 
verfolgenden Vorgange. 

§ 3. Wir betrachten an einer Einheitskugel vom Mittelpunkt FE ein 
spharisches v-Eck P,...P, vom Umfang U und nehmen an jeder Halbgerade 
EP, einen beliebigen Punkt FE; an. Wir nennen das von den Dreiecken 
fi= EEE (i=1,--.."3 Eni =E£;) bestehende Flachenstiick P schlechthin 
eine Pyramidenfldche. Die GréBe K==2:1—U soll die Kriimmung von P 
genannt werden. Ist das v-Eck P,...P, konvex, so sprechen wir von einer 


8 Vgl. die Arbeit ©. 
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konvexen Pyramidenflache. Sind die Vielecke E,...£, und Pye Be regular 
(und folglich homothetisch), so nennen wir die Pyramidenflache regular. 

Wir erklaren in derselben Weise wie in § 2 den zu P gehdrigen Seiten- 
und Flachenvektor und stellen uns folgende 

Minimalaufgabe. Wir betrachten diejenigen konvexen Pyramiden- 
flachen von fester Seitenzahl, Oberflache und Kriimmung, fiir die der Flachen- 

: 8 f 
vektor f und Seitenvektor s entgegengesetzte Richtungen haben: Is) + 1h ay i 
Gesucht werden unter diesen Pyramidenflachen diejenigen, fiir die der Quo- 
tient oh den kleinstméglichen Wert erreicht. 

Wahrscheinlich sind die extremalen Pyramidenflachen regular. Wir wollen 
das an zwei Sonderfallen einigermaBen plausibel machen. 

Betrachten wir zunachst das vom steifen Papier hergestellte Modell einer 
regularen vierseitigen Pyramidenflache! Wir nehmen an, daB das Modell 
Veranderungen der Flachenwinkel zwischen 0” und 180° zulaBt. Dann ist das 
Modell beweglich; es besitzt einen Freiheitsgrad. Inzwischen sind alle Bedin- 
gungen unserer Extremalaufgabe erfiillt. In den beiden extremal zulassigen 
Lagen, wobei die Flachenwinkel 0° und 180" betragen, ist |f| Null, |s| dage- 
gen von Null verschieden..'Somit wird 4 in diesen Lagen unendlich. Brin- — 
gen wir unser Modell von der einen extremalen Lage durch stetige Bewegung 
in die andere, so nimmt der Quotient + in der regularen Lage aus Symme- 
triegriinden offenbar einen extremalen Wert an. Es ist zu erwarten, und es 
1aBt sich auch leicht beweisen, daB es sich um ein absolutes Minimum handelt. 

Als zweites Beispiel betrachten wir wiederum eine vierseitige Pyrami- 
denflache, bei der das sphariche Viereck P, P, P,P, gleichwinklig und EE, — EE,, 
FEE,=EE, ist. Wir halten zunachst P,P,P;P, fest und ersetzen die Punkte 
F£, durch auf den Halbgeraden EP; liegende Punkte E{, sodab 


EE; =... = EE; = EE,.EE,=-:-=EE,-EE, 
ausfallt. Dann bleiben die Inhalte der Dreiecksflachen und folglich auch der 
Flachenvektor f unverandert. Dagegen nimmt |s| — wie leicht einzusehen ist 


.— ab. Wir kénnen daher annehmen, daB E,F,£,£, ein ebenes Rechteck ist. 
Lassen wir jetzt das Viereck P,P,P;P, unter der Bedingung konstanten 


Umfanges variieren, so wird i in den beiden extremalen Lagen, wobei 


E,E,E;F, in die Strecke E,E, bzw. E.E, ausartet, unendlich und erreicht sein 
Minimum, wenn £,E,E,E, ein Quadrat ist. 

Wir wollen nun zeigen: Sind in der obigen _Minimalaufgabe die extre- 
malen 5-seitigen Pyramidenflachen reguldr, und gibt es unter den oberflichen- 
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gleichen konvexen Polyedern vom Typus des reguldren Ikosaeders eines von 
groptmoglichem Volumen, so ist es das reguldre Ikosaeder. 

Wir fiihren zunachst einen Begriff ein. Wir nennen eine in einem kon- 
vexen Bereich B der (x, y)-Ebene erklarte Funktion f(x, y) aus naheliegenden 


Griinden semikonvex, wenn fiir je n Punkte (x,,y,),..., (%», yn) von B 
(3, 1) max f(x;, y,) ips stn; re.) 

lsisn n n | 
ausfallt.° 


Ist f(x, y) im ganzen Bereich B positiv und gibt es eine reelle Zahl a,, 
so daB fiir jedes «@>a,, f* konvex ist, so ist f in B semikonvex. In diesem 
Fall gilt namlich nach der Jensenschen Ungleichung 


n n n 
woraus sich mit @— oo eben die Ungleichung (3, 1) ergibt. 
Setzen wir noch voraus, daf f stetige zweite partielle Ableitungen 
Sex, fev, fy, besitzt, so gilt dies auch fiir die Funktion F(x, y) = f(x, 9). 
Bekanntlich ist F konvex, wenn in B 
De=F3Fyy—Fey> 0 


und au erdem F,,>0 oder F,, >O ist. Es ist 
ae ai (a— 1) Bes he Af fes— 2h eSFoy) SASS Peep 
(fa 
Wir erhalten hieraus eine hinreichende Bedingung der Semikonvexitat: 
Es sei f(x, y) eine im abgeschlossenen konvexen Bereich B erklarte positive 
Funktion, die in B stetige zweite partielle Ableitungen f,., fry, fy, besitzt. 
Gilt auBer der Ungleichung ; 
(3, 2) befivtSifea— 2 fiber > 0 
noch f.,>0O oder f,, >0, so ist f(x, y) in B semikonvex. . 
Mit Riicksicht auf die Stetigkeit der Ableitungen besitzt ndmlich der 
Ausdruck an der linken Seite von (3,2), sowie f(fi2f,,—fry) je ein Mini- 
mum M bzw. m in B. Da wegen der Voraussetzung (3,2) M>O ist, gilt 


1 
Sauleeees BEAD 9 oie Yit--> +n 


’ 


D>O fir ¢> 1+. Ferner folgt aus f.2 >0O wegen 


Fee = (OIL Ses 
und der vorausgesetzten Positivitat von f zugleich F,.>0 fiir jedes « = 1. 


i i fiir je zwei Punkte vorauszusetzen. 
9 Es geniigt das Bestehen der Ungleichung (3, 1) je 
Fir eine ace aiden bedeutet diese Ungleichung, da6 kein zu der z-Achse paralleler 
Schnitt der Flache z= f(x, y) einen Héhepunkt im Inneren von B besitzt. 


411 Acta Mathematica 
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Wir wenden nun unsere Bedingung auf die Funktion 


2a—K oCeer ae ae: 
2r tg y oe ahme 


OT) VOGK S23 


OUT Kh) == a cotg 


2 


an, die den Wert des Quotienten ~ fiir eine regulare v-seitige Pyramiden- 
flache der Oberflache 7 und Kriimmung K darstellt. Mit Riicksicht auf 


Qi Qk Qi. Or reaERE eee Qi: Qx= 


sa 
oo) g 220)" ae sacnadl tte = 
Fe EES pope K we Get 
tg 5 cos’ 5 
ist Q(T, K) im Falle v = 4 gewiB in jedem abgeschlossenen konvexen Teil- — 
gebiet des Halbstreifens 0 < 7, 0< K < 2a” semikonvex. 

Wir setzen jetzt voraus, daB es unter den konvexen Polyedern vom 
Typus des regularen Ikosaeders ein bestes gibt. Dieses ist dann der 
Bedingung (2, 2) unterworfen. Ist nun unsere Vermutung beziiglich der Mini- 
maleigenschaft der regularen 5-seitigen Pyramidenflachen richtig, so’ gilt fiir 
jede Ecke des besten Polyeders 

10? eee eS 

8M = Q(7., Ki), v=5, 
wo 7; und kK, die Oberflache bzw. Kriimmung der zur Ecke vom Index 7 
gehorigen Pyramidenflache bedeutet. Da aber Q(7, K) fiir ) 


O< min 7; S T= max7;, O< mink, = K S max Ki< 2” 


semikonvex ist, haben wir 


16F? _ 4(Tite:+Te Kite +Ke)\ be FARE Hae 
sive & 12 12 |=2 ( } 


d. h. 


sie = 135 V3 [3 te z-)) 
Das ist eben die isoperimetrische Ungleichung fiir das Ikosaeder. Der Fall 
der Gleichheit leuchtet ein. 
Zum Schluf noch einige Bemerkungen! 
Es ist méglich, da® die regularen Pyramidenflachen die vermutete Mini- 
maleigenschaft auch unter leichter zu behandelnden, allgemeineren Bedingun- 


gen behalten. Man kénnte etwa versuchen, die lastige Bedingung ei =0 
| 
fallen zu lassen und anstatt dessen nach dem Minimum von °— zu fragen. 


; sf 
Ubrigens kann anstatt der von uns betrachteten Kriimmung auch die sogenannte 
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totale Kriimmung der Pyramidenflache, oder irgendein , anderes geeignetes 
Funktional in Betracht gezogen werden. 

Die Funktion Q(7, K), die wir jetzt mit Q(7, K, v) bezeichnen wollen, 
nimmt bei festen Werten von T und K mit wachsendem r standig ab. Dies 


2 


steht im Einklang mit der Vermutung - = Q(7, K, v). Da mit vo die 


Funktion Q’einem Grenzwert zustrebt, ist zu erwarten, dab Q eine konvexe 
Funktion von y ist. Das l46t sich durch Differentiation auch leicht nach- 
weisen. Daraus folgt aber, daB Q(T, K,¥) bei festem K eine semikonvexe 
Funktion von 7 und vy ist. LieBe sich zeigen, daB Q(T, K, v) auch als Funk- 
tion von drei Veranderlichen semikonvex ist, und ware die Vermutung 
2 

== Q(T, K, v) fiir beliebige Werte von v =3 richtig, so kénnte man mit 
Hilfe der obigen Uberlegungen leicht die Ungleichung (1, 2) beweisen. Dieses 
Verfahren hatte auBer der viel gréBeren Tragweite noch den Vorteil, da sich 
auch die Existenzfrage leicht erledigen lieBe. 


(Eingegangen am 12. April 1952.) 
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JI. PEELL TOT (Becnpem) 
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ON A MONOTONIC PROPERTY 
OF CERTAIN STURM—LIOUVILLE FUNCTIONS 


By 
E. MAKAI (Budapest) 
(Presented by P. Tur&n) 


1. R. G. CooKE showed! that if the non-negative zeros of the Bessel 


function J,(x) are X.1,X.2,.--,Xe,..- in increasing order, then 
Zk XS k+l 
(1) { J(x)dx| = |j Jn(x) dx | (y >—l). 
Ty, k=1 Trk 


This inequality was proved by making use of intricate properties of the 
Bessel functions. Recently E. EGervArRY and P. TurRAN have found a simple 
proof of (1) in the case y=1. Subsequently P. TURAN raised the question 
whether the whole theorem could be proved in a simpler way than the ori- 
ginal proof of COOKE. The answer turned out to be affirmative at least partially. 


: eae 1 ‘ : 
Assertion (1) is in the case yl >> an almost immediate consequence 


of a general theorem of StukM® which it is advantageous to formulate in the 
following form with regard to a result of SZEGO.* 

Let f(x) and F(x) 6e continuous functions in a<x =b and let there 
f(x) S F(x) but f(x)== F(x). Let the functions y(x) and Y(x) satisfy in 
a<x=<b the differential equations 
(2) y'+f(x)y=0 and Y"+F(x)¥—0 
and further the following conditions: 

(a) y(x)>0, Y(x)>0 in a<x <b, Y(b)=0; 

(b) the limits 

lim y(x), lim Y(x), lim y’(x), lim Y’(x), lim [y(x) Y(x)— p(x) Y’(x)] 

x—>at0 rat wat) 


x>at+0 we at0 
exist and have non-negative values. 


1A monotonic property of Bessel functions, Journal of the London Mathematical 


Society, 12 (1937),, pp. 180—185. 
2Ch. Sturm, Sur les équations différentielles linéaires de deuxiéme ordre, Journal 


de Mathématiques pures et appliquées, \ (1836), pp. 106—186, esp. p. 179. 
3 G. Szec6, Inequalities for the zeros of Legendre polynomials and related functions, 


Transactions of the American Mathematical Society, 39 (1936), pp. 1—17. 
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Then y/Y is an increasing function of x in the interval a< x = 6. More- 
over, if we assume 


Vix) 


(©) shes 
then we have , 
(3) y(x) > Y(x) 20 (a<x 3b). 
The essential idea of the proof is well known. From (2) it follows that 
(y Y—yY’Y =[F(x)—f(x)]y Y > 0 (a<x<b) 


and, consequently, (x)= y’ Y—yY’ is an increasing function of x. On ac- 
count of assumption (b) we have 
(4) yY—yY’>0O (a< x<b), 
consequently (y/Y)'>0, that is, y/Y increases in a<x< 0. Comparing this 
with assumption (c) we see that (3) is satisfied in the open interval <a, 65>. 
For x6 the formula (3) follows immediately from the inequality _ 
y’(b) ¥(6)— y(6) ¥'(6) > 0. | 
As Y¥(b)=0 and Y’(6) cannot be positive, this inequality can hold only if 
y(6)>0 (and Y’(b) = 0). 
We shall need only the following special case of this theorem. Let 
lim y(x) = lim Y(x)=0 
x>ati0 za+0 
and 
lim y'(x) = lim Y’(x) =C>0, 
a>at0 x>atO 


then in the interval a< x = 6 we have y(x)> Y(x), i.e. the graph of y(x) lies 
above that of Y(x). 

2. From this last remark it follows by making use of an idea of STURM 
that if 

(a) in Xy<x< Xp (where X,is finite or infinite) f(x) decreases monotonously, 

(b) y(x) is that particular solution of the differential equation 


(5)  y"+f(x)y=0 
whose three consecutive zeros are x,,X. and x;,* then 
(6) |¥(%—u)|< |y(x%2+u)| (O<u=x,—x,). 


The geometrical interpretation of (6) is the following. Let a, and a, be 
the arcs of the graph of y(x) lying between x, and x., resp. between x, and 
x,. Now turn the arc a, by 180° around its end point having the coordinates 
x, and 0, and denote its new position by a}. Then the arc a, lies in the area 
bounded by the x axis and the arca,. More precisely, if we denote by ¥(x) 
the function the graph of which is a,, then 


(6a) . ly(x)| >| ¥Q)| (Xp < xX SX» +(x»—x,)). 


4We assume of course the existence of at least three zeros in (Xo, X9). 
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In proving (6a) it is convenient to put x,—0O which we can always 
achieve by a linear transformation. Then the function Y(x) is obviously equal 
to —j(—x). The differential equation of Y= Y(x) is 

oa 
If we take into account that y’(x,)—= Y’(x,) and f(x) decreases in (x,, X,) or 
at least 
min f(x) > max f(x) 
x, L< x XI Ly 


— see point (d) later in this section — further if we let 
F(x) = f(— x) > f(x) (Xp < X SX + (x.—X,)), 


thei. we can apply the result from the end of §1 which is equivalent to 
<{6a) and (6). 


Fig. 1 


The property of y(x) expressed by (6) and (6a) may be completed in 
the following way. If there exist a smallest and a largest zero of y(x) in 
(Xo, X,) (say Xa resp. Xe), further x, is the second largest zero of y(x) — 


the existence of x, being again supposed — then 
\]y(Xe — v)| <|(Xa+ v)! (Xa—U >X, v>O), 
ee 1 iy(xp—w) < [px ™)| pw < Xo Hy <xp—w < Xp). 


The demonstration of (6b) follows exactly the same lines as that of (6). 

if a function y(x) satisfies requirements (6) and (6b) and the additional 
requirement that the zeros of y(x) and y'(x) alternate in (x, X,), then we 
shall call it to be of type 7(x0, Xo) regardless whether or not it satisfies a 


differential equation of type (5). . 
Now let us indicate some immediate consequences of what has beet 


proved already. : 
(a) If the zeros of y(x)€ 7 (Xo, Xo) in the teLVAl LX oh iate Aye Ne, os ate yc - 


in increasing order, then 
Xy—NXq << Xg— Xq< Ny — Xzc 
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which is the well known theorem concerning the convexity of the zeros- 
(Cf. SZEGO, loc. cit., p. 4.) 

(b) If the increasing numbers §,&,... are the values of x in the inter- 
val (x,, Xo) where |y(x)| has a local maximum, and the &’s are enclosed 
between two consecutive zeros of y(x) belonging to (x, X,), then 


IyE)| < |v&)| <--- 


(Theorem of SOnin®). 


(c) firenrrax< fiyanprax<.-. ; 
#1 2) 


a special case of which is statement (a). 

(d) From the way of the demonstration it is clear that the above state- 
ments hold too, if we do not assume that the function f(x) decreases mono- 
tonously but only that the values of f(x) are greater in x-.<x<x, than 
anywhere in x4< xX < Xi41. 

(e) Lastly, if f(x) is monotone increasing in x,<x< X,, the previous 
assertions on y(x) are to be modified in an obvious way. Functions y(x) 
satisfying the analogues of (6) and (6b) will be termed of type T*(xo, Xo)- 

3. The statements of §2 can be applied immediately to the orthogunal 
functions of HERMITE: 


x? n 


n > d 
Xn = Yn(X) = (— 1)"-e? > pete 
The differential equation of these functions is 
d’ x, 
(7) qe +(22+ 1—x*)7,.=0. 
if the*zeros/'Ofi ya(xy"are 'Xeg Xe PO. «Xen ill decreasing order then the solu- 
tions of (7) are of type T(Xn.juaj41, 0), and e. g. 
© Fn) *n, [n/2]-1 ™n, [n/2] 
(8) | lan(@)|Pdx> J |yn(x)Pax>---> J lawoPax> | [yaQoyiPadx 
“nl no Zn, [n/2] *n, [n/2}]+1 


(p >0). In the case of even n the last inequality holds by virtue of §2 (d). 


In the case p=2, the sequence (8) of inequalities was conjectured in 
Quantum Mechanics® where it has the following meaning. yn(x) is the a’th 
eigenfunction of thé harmonic oscillator. If y,(x) is normalized, then 


.. | owe |. Binari this remark. The present proof of Sonin’s theorem requires partly 
less stringent restrictions on f(x) than the usual proof. See G. Szeaé, Orthogonal poly- 
nomials (New York, 1939), p. 161, where it is assumed that J(x) > 0 if x9<x< X,. We shall 
see later in §5 that by the omission of the requirement of the positivity of F(x) we can 
state somewhat more about the extremal values of Jv(x) than what is proved in Szeadé’s book. 

*Cf. G. Herznero, Molekiilspektren und Molekiilstruktur I. (1939), p. 58. 
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Tn, k-1 


f [yn(x)Pdx is the probability that the distance of the oscillating particles 
nk 


is between two consecutive nodes x,, and x,.,-; of the eigentunctions. For- 

mula (8) shows that the farther these neighbouring nodal points are from 

x .Q, the greater is the probability of finding the’ particle between them. 
The statements of §2 hold for Hermite polynomials too defined by 


H,.(x) = e? y,(x). 


Here we shall only show that from the fact that 7,(x) is of type 7(Xn, (n2}41,°°) 
it follows that H,(x) also belongs to type 7(Xn.pj241.c¢) or, what amounts 
to the same, the function 


Pu(x)—=e 7% n(x) 
belongs to the same type. 


Fig. 2 


For, let a, and a, denote the arcs of the graph of 7,(x) lying between 
n 

Xn eri ANd X~, TeSp. between Xj, aNd Xp. 4-1 (1 =k=s | |e stands for x 
Similarly, let 6, and 6, be the arcs of the graph of @,(x) lying between 
ies SANG Xe su TESPreXee: ANG Xx. 421. 

Now it is clear that 

lp, (x)| ie | An(X)| If Xn ket << X < Xnk 

and 


lpn(X)| > [z%n(x)| if Xe << ¥X <Xne-- 
Geometrically this ‘means that the arc 6, (resp. as) lies between the x axis 
and the arc a, (resp. 8,). Moreover, if we turn the arcs a, and 6, around 


their common right end points by 180°, the new position being denoted by ay. 
and h;, then Aj lies between a; and the x axis. By virtue of what has been 
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said, a; lies between a, and the x axis and so, a fortiori, the arc 6, lies 
between the arc 6, and the x axis: 


; al) 
| Pn (Xnx —tt)| <|Gpn(Xnx +u)| if O<u S Xan —Xn. itt (1 =«=[4]} 


In other words, y,(x) (and H,(x)) belongs to type 7(Xn. np}H1, ©). 


4, Let x,,X,...,X, be the zeros of the Legendre polynomial P,(x) in 
decreasing order and 0< ¥, <---<4%,< a the zeros of P,(cos #). Further let 
X,=1, %,=0. We shall prove that 

7 


[ [Pa@QlPdx< | |PaGolP dx 
(9) id ThH 
nl 


[o=p=2; k= 1,2,.., 4], Ie x > 0}. 


Let us consider the function u(.%)— sin % P,(cos #) which satisfies the 
differential equation 


Xr 


du ro we Lh 1 
TetMIU=0; (H—=("4+5] tay 
F(F) is a decreasing function in O< a which, in the case of even a, 


is less in the interval < Ffnjoy, Fup > than anywhere in < 0, Ff) >. Therefore 
we can put by §2 (c) and (d) the symbol < between the second and third 
member in the following séquence of inequalities: 
Mi P % 
| sin’?  [a(HPaossin' ?% | u(HPadd < 
‘ Iyeat 


eI a 


me 
cy 


(9a) mere Pag a2 
| < sin’ * % | |u(H|Pad= | sin’ ® 9 |u(HPra9 


g;, 
- | 
(k= 1 2s a 5 O=<ps 2| 


The validity of the two symbols = is a trivial consequence of the mean 
value theorem of integrals. 

On the other hand, the first and last member of the inequalities (9a) 
are equal to the left hand resp. right hand member of (9). 


5. Now let us consider any solution y= (x) of BESSEL’s differential 
equation 


iy lam: v soni 
ei glee +(1-4}y=0 (iri 2) 


Let the non-negative zeros of y(x) be x,,%,...,Xk,... in increasing order. 
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Then 
Xe T+ a 
(10) | { y(x)dx| > | | y(x) dx]. 
~~1 % 
: l 
Thus, in the case |v| > a we state somewhat more than the original assertion 
of Cooke. We could show by comparing y(x) with 


2(x) = x y(x) 
in the same way as was used in §3 that y(x) is of type 7*(0, o) (see §2 (d)) 
and then inequality (10) would follow. 
Instead of doing so, we argue as follows. Also z(x) is of the same type 
T*(0, ce) as its differential equation is 
I 


Z'+-f(x)z—=0; fix) =1—-—z+, 
hence f’(x) > 0 if|»| —s Applying §2(c) with exponent p=1 to z(x), we 


get, after dividing by Vx, (kK > 1), 
Ph+1 


Zhe 
411) i [Zax > | J |X veoax 
Xp} . 2, 


the zeros of z(x) being the same as those of y(x). This is a sharper in- 


’ 


equality than (10). Now in the integrand on the left of (11) we have / =< 1 
k 


while / =>I on the right. So the left hand (right hand) side of (11) is less 
k 


(greater) than. the left hand (right hand) side of (10). This completes the 
proof of inequality (10). , 


Finally if we apply §2 (b) to the special function z= ) x |J.(x)| ( v|> + ; 
we see that its relative maxima form a decreasing sequence provided x >0. The 


: / 1 
same is proved: by SzEGO (loc. cit., p. 162) for the interval Yy— 7 obned: 


(Received 16 June 1952) 
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OB OJIHOM CBOMCTBE MOHOTOHHOCTM ®YHRIIMM 
IITYPMA—JIAY BVJLIA 


E. MAKAM (Byaanenrt) 


(Pe 3 Me) 


B wactrosuen pa6ote jOKasbipaeTCH Caefyroulas' Teopema tuna Liktypma. [lycre f(x) 
HeupepbiIBHad (byHKUMA MOHOTOHHO yOblBatouad Ha HHTepBame X)>< x < Xy. [lycts v(x) 
OsHayaeT OMHO H3 PeweHn AnddhepeHunanbHOrO ypaBHeHHsi ; 


¥' +fX)y=0. 
Ipeanoaox*KUuM 4TO y(X) HMeeT Ha CerMeHTe Xp =X = Xpq XOTsi ObI TPH KOPHEH, TPH COCeaHHe 
43 KOTOPbIX MbI GyfeM OO603HAYATH B BOSpacTarouleM NMOpANKe yepes X;, Xo HU Xz. Torna 
WMEET MECTO HepaReHCTKO 
(a) | ¥(%_.— u)| < | y(x_ + 4)| (Q0< usSx.—X)). 
C nOMOUsbIO BTOrO HeEPaBeHCTKA MOXKHO JOKa3aTb TeOpemy COHHHA O MOHOTOHHOCTH MaKCH- 
MYMOB (yHKUHH | y(x)|, a TakKoKe HepaBeHcTBa (8), (9) u (10), OTHOCAUIHECA COOTBETCTBEHHY 
K DPMATOBBIM OPTOFOHAIbHbIM PyHKUKAM, K MOHHOMAM JlexKaHApa, H K peweHHAM puCpde- 
peHUHabHOrO ypaBHenua Beccent c wngeKcom Gonpure 1/,. TocneqHne Tp HepaReHCTRa 
BHIBOMATCA: 13 COOTHOWEHHA 


fly@ol” ax < f [peo]? ax (p=) 


Eg 


ABNAMWULErOCA CAe€ACTRKeEM (a). 


UBER EINEN REIHENTHEORETISCHEN SATZ VON FEJER 


Von 
G, FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


L. FeEjER [1], [2] hat bewiesen, daB wenn die Funktion 
Q) f(z) = > nz" 
n=O 


fiir |z| <1 regular, beschrankt und schlicht ist, dann konvergiert die Potenzreihe 
Q) an jeder Stelle ze’, wo der radiale Grenzwert 


(2) lim f(re'*) fe) 


existiert, und die Summe der Reihe ist gleich f(e‘”). 

Der Fejérsche Beweis griindet sich auf die Behauptung, daB das konforme 
Bild der Kreisscheibe |z|<1 bei der Abbildung w= f(z) einen beschrankten 
Flacheninhalt hat: 


1 lz 


@) | | rcenerdgdr—a 3 nladl <=. 


Hieraus folgt der Satz aus einfachen Abschatzungen. 

Wir wollen zeigen, da6 die Ungleichung (3), und somit auch der Fejersche 
Satz giiltig bleibt, wenn f(z) nicht mehr: schlicht, doch eine ganze rationale 
Funktion der im Einheitskreise regularen, schlichten und beschrankten Funk-- 
tionen 9,(Z),92(Z),..., Pn(Z) ist: 


N 


(4) (2) Fe DD, : Chae iin PE P= . gr. 


17 hay ee ey hn = 
Eine Funktion, die im Einheitskreise regular und beschrankt ist, und 
deren Potenzreihe (1) der Forderung (3) geniigt, nennen wir eine Fejérsche 
Funktion. Folglich sind auch die Funktionen, die im Einheitskreise regular, 
-beschrankt und scHlicht sind, Fejérsche Funktionen. Aus der Forderung (3) 
folgt, daB die Potenzreihe (1) einer Fejérschen Funktion an jeder Stelle ze**, 
wo der Grenzwert (2) existiert, gegen f(e'?) konvergiert. Wir beweisen : 


Satz. Die Fejérschen Funktionen bilden einen Ring (im Sinne der Algebra). 
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Hivessatz |. Sind f(z) und f,(z) Fejersche Funktionen, daan ist auch 
FO=AMtA(2) eine Fejérsche Funktion. 


Bewels. Mit f(z) und f.(z) wird auch f,(z)+f.(z) im Einheitskreise 
regular und beschrankt. Es sei 


(5) A= Sanz, f= Danz 


dann wird 


i] oe (-) (2) 
= \ar = & Maint onl? = 2D njain?+2D ajara? < 00, 
r= n= n— a= 


da die Koeffizienten der Potenzreihen (5) der Fejérschen Funktionen /,(2) 
und f,(z) der Forderung (3) genitigen. 


Hivrssatz Il. Sind f,(z) und f,(z) Fejérsche Funktionen, dann ist auch 
F(z) =A A(z) eine Fejérsche Funktion. 


Bewels. Mit f(z) und f(z) wird auch f,(z)f,(z) im Einheitskreise regular 
und beschrankt. K sei eine gemeinsame Schranke von f,(z) und f(z) fiir |z| < 1. 
Dann wird 


iy [ if (re'*)P rd dr — J | [fi(re'®) folre't) + fire’) fire *)Prdgdr< 
1 Qn 


<K \ {ite #)/° rdgdr+K{ | f(re’*)Prdgdr< ox, 


Endlich bemerken wir, daB auch f(z)=1 und aligemeiner f(z)=a, 
trivialerweise eine Fejérsche Funktion ist. 


Daher gehért auch (4) zum Ringe der Fejérschen Funktionen, womit 
unsere Behauptung bewiesen ist. 


Aus einem einfachen Beispiel von P. TurAN' folgt, dab man die For- 
derung, dab f\(z) und f.(z) fiir |z|< 1 beschrankt seien, nicht streichen kann. 
In der Tat, es sei 


. 1 
f(z) =fa(2) a ia e, Of = hogn : 
Wie leicht ersichtlich, ist lim f(x)—-+ 0c, also ist f(z) keine in lzi<t 
beschrankte Funktion. —_ 
Wir setzen 


ne) She. 


' Mindliche Mitteilung. 
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dann wird 


n 


n 7 
—— a OC, An-v > ; | ax 
y= ni 


og’sn ) x log’s x we 
4 
Ls ae. (log 4") ati 
rs E log’sn ~ nilogien nn 2 niog@n fiir n > 150. 


Mithin ist > 1|8,|?, als eine Majorante der divergenten Reihe ; i ; 
selbst divergent.. 


Also bilden die im Einheitskreise regularen, schlichten Funktionen (1), 
die nur der Ungleichung (3) geniigen, keinen Ring. 


(Eingegangen am 16. Juni 1952.) 
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OB OJIHOA TEQPEME ®3KHEPA B TEOPHM PAOB 
r. @PAMD (Bynaneurr) 


(Pezwme) 
PynKunto 
2 
Tt I(x) = >" 4,2" 
n=) 


Hasbigaem PyHKuKen Tula, Panepa, ecm npw |z| << 1 ona peryaxpHa nH OrpaHHueHHa, a e€ 
KO3qqpHUHEHTHI VIORNETROPAIOT. VCIOBHIO 
@ 
(ll) > A lanl? < 00. 
n=] 
- flokaspipaem, 4TO yHKuMH STOO: THNa O6pasvioT KOAbUA. OTcwAa CaeAyeT. CneAyroUee 
6oOuweHHe OFHOH TeopempI Dae pa: 
Tlycth 7,(Z), Po(Z), ---, Pn(Z) BHVTPH CAHHHYHOR OKPVKHOCTH PervaspHble, ORHOBHAYHBIE 
+H OPpaHH4eHHHle (PVHKILHH H 
. 
(UL) jas) = 7 = tee Cx, fee par pk: shy: es : 
Torga crenenupin pag (1) cbynkunn (III) cxoautea ana Kaxnoro z—e¥, And KOTOpOrD 
cvulecTByeT npefen tn . S(re'v) =f(e'r). 
r—>i- 


lM. Typan fan npamep, cornmacHo KOTOpoMy dyHKuMM, OOnaMaWULHeE CTeENeHHRIM 
panom Tuna (Il), He O6paavioT KONbUAa, CCIM OHH HEOrpaHHYeHHEl. 


THE DIRECT SUM OF CYCLIC GROUPS 


By 
LL. FUCHS (Budapest) 
(Presented by \.. Reve) 


§ 1. Introduction 


in the theory of infinite Abelian groups' an important role is played by 
the groups which can be represented as the direct sum of its (finite or infinite) 
cyclic subgroups. In view of the basis theorem for finitely generated Abelian 
groups, we may regard these groups as direct generalizations of the finitely 
generated Abelian groups. Their importance lies in the fact that several 
problems in infinite group theory lead to such groups as well as in the fact 
that they belong to the class of those infinite groups whose structure is 
completely known. Therefore, it seems to be an important problem to obtain 
criteria which guarantee the decomposibility of an Abelian group into the 
direct sum of cyclic groups. 

We shall find it convenient to discuss this problem in another formu- 
lation. It is evident that the stated problem is equivalent to the question of 
the existence of a basis of the group where by a basis of an Abelian group 
G we mean a subset B=(a,) of G such that G is the direct sum of the cyclic 


groups’ {d,}, in sign: 
G=»> {a,}. 


a,eb 
For the sake of convenience we agree to assume that the order of each 
element of a basis is either infinity or a power of a natural prime (in general, 
we shall call such elements primary). Evidently, this means no proper re- 
striction on the basis, for from each basis of G we can obtain in an obvious 
manner a basis all of whose elements are primary. 

From the definition of direct sums it follows at once that a basis of G 
may be characterized as a subset B of G satisfying the following two 
conditions : 

1 The group operation will be written as addition. — We emphasize that we do not 


assume anything concerning the power of the groups considered. 
2 The symbol {S} where S is some subset of G will denote the subgroup of G 


generated by S. 


12 Acta Mathematica 
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1. It is an independent system in the sense that a relation 
mya, +---+ma,, = 0 (a,,€ B) 
(where the m,’s are rational integers) implies 
M,Qy,=-+- = Mey, = 0. 


This means that if’ O(a,,) is finite, then O(a,)|m; and if O(a,,) is infinite, 
then we have m;=0. 

2. It is a generating system, i.e., each element a of G may be written 
in the form 


Q == Ny, +--+ + NsAy, (au,€ B) 


with suitable rational integers n,. 

Clearly, 1. and 2. imply that a basis is a maximal independent system 
of G (i.e. there is no independent system in G properly containing a basis), 
and that a basis is a minimal generating system of G (i.e. no proper subset 
of a basis generates G). But by simple examples it may readily be shown 
that if a subset‘of G is a maximal independent or a minimal generating system 
of G, then it is not yet necessarily a basis of G4 In view of this, it seems 
to be natural to raise the following two dual problems. 


PROBLEM 1. When is a maximal independent system of an Abelian 
group G a basis of G? 


PROBLEM 2. When is a minimal generating system of an Abelian 
group G a basis of G? 


The first part of the present paper is devoted to discussing both of 
these problems. In the literature | have failed to find a general answer to 
these problems. The sufficient or necessary and sufficient conditions for the 
decomposibility of Abelian groups into the direct sum of cyclic groups are in 
general inadequate for solving these problems. A partial answer to Problem 1 
is contained in a recent result by A. KERTESZ [3] for the case of p-groups (and 
hence for torsion groups),? while a theorem due to T. SZELE [8] solves 
Problem 2, but his method (based on an idea of R. RADO [7]) seems to be- 
somewhat complicated and not to be applicable to Problem 1. According to 
my knowledge a general method giving a complete and unified solution of 
the two stated problems fails to exist. 

If one tries to obtain necessary and sufficient criteria for a basis of an 
Abelian group G in terms of the fundamental notions of infinite Abelian 


* By O(x) we denote the order of an element x of G. 

* For example, let G be the additive group of the rational numbers with square free 
denominators. Then each non-zero element of G forms a maximal independent subsystem 
of G, and the set of the reciprocals of all primes is a minimal generating system (cf. Szetc (8). 
Nevertheless G has no basis. 

® See the remark at the end of his paper. 
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group theory such as order or height,® then one will meet unsurmountable 
difficulties caused by the fact that by means of these notions it is very hard 
to make distinction between elements of infinite order. To overcome this 
difficulty we shall introduce a relative concept defined for certain pairs of 
elements of the group. This new concept is closely connected with the com- 
mon notion of order and therefore we shall call it relative order. The statement 
“a is of a greater relative order than 6” is understood to have the usual 
meaning provided 6 is of finite order, and, for elements a, 6 of infinite order, 
it will be defined in case one of a and 6 belongs to a previously given 
independent subsystem of G. By making use of this new concept we shall | 
settle Problems 1 and 2 by proving that a maximal independent system B 
of G is a basis of G if and only if no element of it can be replaced by an 
element of G of a greater relative order without violating the independence 
of B (Theorem 1), and that a minimal generating system B of G is a basis 
of G if and only if no element of it can be replaced by an element of G of 
_a smaller relative order so as to get again a generating system of G (Theorem 2). 
It is to be noted that the given independent subsystem of G in the definition 
of relative order is not the same in the two cases, but this seems to be quite 
natural, considering that in the first case B is known to be independent, but 
not in the second. It is almost evident that in the first case the relative order 
is to be taken with respect to B, while in the second case each element of 
B must be considered as an independent system consisting of a single element. 

In Part Il we give some applications; these we shall base on the first 
basis criterion which is very easy to handle. It will turn out that a certain 
part of the theory of those infinite Abelian groups which 'are representable 
as the direct sum of cyclic groups may be derived from this common source. 
For example, one is able to give a new proof of KULIKOv’s theorem stating 
that all subgroups of a group with a basis have again a basis, or to discuss 
the Abelian extension problem of a group with a basis by a group with a 
basis, and also, several known results are easy consequences of it, some of 
which we shall prove here, while for further applications we refer to KERTESz [3]. 
Once in the applications, viz. in the proof of KULIKOov’s theorem, we have 
to use the well-ordering hypothesis, but no non-trivial group-theoretic result 
will be made use of. 

As to the notations we remark that by the letters a, 6,c,x we denote 
group elements, by capital letters subsets of the group, while the letters such 
as i,k, m,n etc. are. reserved for rational integers, in particular, p fora prime 
number. The Greek letters v,u may range over an arbitrary (not necessarily 
well-ordered) set of indices; @, 0, are used to denote ordinal numbers. 


6 Recall that an element a of prime power order pm is said to have the height k if 
k is the greatest integer for which the equation p*x==a has a solution x in G. (a is of 
infinite height if this equation is solvable for every natural integer k.) 


[e 
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PART I. THE TWO BASIS CRITERIA 


§ 2. The relative order 


As indicated, we introduce a new concept in terms of which we shall 
be able to solve our Problems 1 and 2. 

What we mean by saying that an element a of an Abelian group G is 
of a greater relative order than an element 6 of G needs no explanation in 
case either both a and 6 are of finite order or a is of infinite and 6 of finite 
order. But in certain cases we can adequately define the notion “of a greater 
relative order” even in case both elements are of infinite order. This may 
be done as follows. 

Assume we are given an independent system S of G." We shall say 
that an element u of G with O(a)=-o is of a greater relative order than 
anelement 6 of G with O(6)=.e, if and only if one of them, say }, belongs 
to S and there exists a non-trivial dependence relation 


(1) ra =sb+s5,6,4+----+56,—0 (6, 6;€ S, 6+6;) 
such that 
(2) Ir| > |s| +0. 


More precisely, we must say that a is of a greater relative order than 6 with 
respect to S, but when there is no risk of ambiguity, we omit the reference 
to S. In case in (1) |r| <|s| holds, a will be said to be of a smaller relative 
order than 6. 

If none of the elements a and 6 of infinite order belongs to S, or if 
one of them belongs to S, but there is no dependence relation of type (1) 
with a non-vanishing term sb, then our notion is undefined. 

The requirement that one of the elements a and 6 whose infinite orders 
are to be compared in the relative sense shall belong to a given independent 
system, implies at once that the definition is unique. Indeed, if there is 
another non-trivial relation of type (1), say, 


ra=s'b+ sihi+---+sbx +0, 
then by eliminating a from (1) and the last equation, we arrive at the relation 
(r’s—rs')b + (r’si—rsi)bi + --- +(r's,—rst)b, = 0. ) 


Hence we have r’s—rs’=0, since 6, 6,,...,0,, as elements of S, are inde- 
pendent. Therefore 


’ 


~,| ~ 


r 
rites 


: beat bor ' 
i.e. the ratio sarill (1) is uniquely determined by a and 6. Consequently, we 
are led to the conclusion that the definition is actually unique. 


™ S need not be a maximal independent system. 
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Unicity implies that if we have to decide whether or not a with O(a) =~ 
‘is of a greater relative order than 6 with O(b) = ov, it is sufficient to consider 
only one relation of type (1). 

It is readily verified that, if S is fixed, the relative order is not neces- 
sarily transitive. For example, if in (1) we have |s,|>(|r|>|s|=:0 with 
O(a) = O(6) = O(6,) =~, then 6, is of a greater relative order than a and 
a is of a greater relative order than 6, but the elements 6, and bare incom- 
parable in the sense of relative order, since they belong to S and are there- 
fore independent with respect to S. 

Finally, if we are not given an independent system S, then we agree to 
consider one of the elements a and 6 of infinite order as an independent 
system consisting of a single element. Then a is of a greater relative order 
than 6 if and only if there is a relation ra—sb+0 such that |r| >|s}. 


§ 3. The first basis criterion 


Now, by making use of the notion of relative order, we are able to 
solve our stated Problem 1. 


THEOREM 1. (THE FIRST BASIS CRITERION.)® A subset B of an Abelian 
group G is a basis of G if and only if 

(i) it is a maximal independent system of G, 

(ii) no element of B can be replaced by an element of a greater relative 
order (with respect to B) without violating the independence. 


PROOF OF NECESSITY.’ Assume that the group G is the direct sum of 
the cyclic groups {a,} where v ranges over a certain set / of indices, 
G=D>, {Ay} - 
vel 
It is evident that the set B of all a,’s satisfies (i). 
In order to show that for this set B (ii) also holds, let 6 be an arbitrary 
non-zero element of G. We clearly have a relation 


(3) b—mya,+ +--+ ma, (ma; +0, k = 1) 


8 It is readily seen that for p-groups this theorem expresses the same thing as 
Kerrész’ result on principal systems [3]: An Abelian p-group G containing no elements of 
infinite height is the direct sum of cyclic groups if and only if G has a principal system, 
where by a principal system is meant a maximal independent subset no element of which 
can be replaced by an element of a greater height of G without violating independence. 
The corollaries of Kerrész’ theorem may be considered as those of Theorem 1; for them 
we refer to [3]. — Let us mention that this basis criterion and its consequences may be 
transferred word by word to Abelian groups with Euclidean operator ring. (This has also 

. SZELE. 
_ aie eoabe fe relative order is to be understood with respect to the given 


system B. 


182 L. FUCHS 


for some suitable notation of the a,’s. It is obvious that no element a, of B 
other than one of a,,...,@, can be replaced by 6 without violating the 
independence of B. But an a, of finite order with O(a,) < O(6) can not be 
replaced by 6 in the required manner, for multiplying (3) by O(a;) we get 
a non-trivial dependence relation containing 6 and some of @,...,@1, 
Qisi,.-+,y. Furthermore, if 6 is of infinite order, then not all of a,...,Q« 
are of finite order. But an a, with O(a;)= ee can not be of a smaller relative 
order than 6, considering that (3) is a relation of type (1) such that 
11] = |m,j +0. 

PROOF OF SUFFICIENCY. Let B be a subsystem of G satisfying (i) and (ii). 
We remark that there is no loss of generality in supposing the same thing 
as in our definition of the basis, i.e. that the order of each element of finite 
order of B is a power of a prime. For, from each maximal independent system 
we can get in an obvious manner another maximal independent system 
satisfying this condition, and if some element of finite order of this new 
system might be replaced by an element of a greater order without violating 
the independence, then the same would be true for the original system. 
(Even the converse is easily seen to hold.) 

Now let us consider the cyclic groups generated by the elements a,. of B. 
On account of (i), the direct sum of all these groups {a,} exists in G; we 
denote it by H: 


We are going to prove that H=G. 

Suppose there is a 6 in G which does not belong to H. By (i), some 
multiple of 6 necessarily belongs to H. We may clearly assume b€G to be 
chosen so that b€H but pb¢€H for some prime p, i.e. 


(4) Ppb= Ma, +++ + Ae — (A€ B, mea; += 0, k=O). 
Moreover, even the following additional requirements may be assumed to 
hold for 6: (@) none of the coefficients m, of the elements a; in (4) is divisible 
by p; (6) among the a;’s of finite order none occurs whose order is not a 
power of this ~; (y) all the coefficients belonging to elements a, of infinite 
order are less than p in absolute value. In fact, each term on the right hand 
side of (4) which can be expressed in the form’ px with x€H disappears 
by introducing 6’—6—x instead of 6, and for this 6’ we have again b’'€H 
and pb’<H with an equation of type (4). | 

Now we prove that if (@)—(y) hold for (4), then we have k=O, in 
other words, pb=0. 

If there is an element a; of infinite order in (4), then O(b)== ~ and 
by (y) we have |p|> |m,|=-0. This means that 6 is of a greater relative 
order than a;. But if we substitute 6 for a; in B, the arising system is plainly 


THE DIRECT SUM OF CYCLIC GROUPS 183 


again independent. This contradicts (ii) and hence there is no a; Of infinite 
order in (4). | 


In case there is some element a; of finite order in (4), then let 


max O(a.) = O(a) =p’ (r=1) 


isis 
Multiplying (4) by p’-! we have 
p’b=m,p""a,+----+ mp" a, 


which is not equal to 0 by virtue of («). Hence, by (9), it results O(b)=p’*' > O(a). 


Now a, may be replaced by 6 in B without violating the independence, for 
in a dependence relation 


nb+ ma,t---+ma,=0- with n,==0 (mod p*') 
{where we may suppose n,=pn; for some integer n{) we might put in place 
of pb the expression (4) to obtain 
n,in,a, + ---=0 with n,m, =O (mod p’), 
in contradiction to independence. Therefore, indeed, we have pb =O. 

In order to finish the proof of Theorem 1, we observe that by the 
maximal independence of B, 6 depends on B, and hence, in view of O(b)=p, 
it follows that 6 itself can be expressed. as a linear combination of the a,’s; 
in other words, 0¢€H. This contradiction establishes ‘our first basis criterion. 


§ 4. The second basis criterion 


Next we turn our attention to solving Problem 2. Here we find the 
following dual of Theorem 1. 


THEOREM 2: (THE SECOND BASIS CRITERION.) A subsystem B of an Abelian 
group G is a basis of G if and only if 

(I) it is a generating system not containing 0, 

(II) no element of B can be replaced by an element of a smaller relative 
order” of G so as to get again a generating system of G. 


Before going into the proof of the theorem, we note that (II) immediately 
implies that B must be a minimal generating system of G. In fact, in the 
contrary case the superfluous element (= 0) of the generating system could 
be replaced by 0, i.e. by an element of a smaller order. 


PROOF OF NECESSITY. Assume that G is the direct sum of cyclic groups: 


(5) G= 2 {as} 


“yen 


10 Since in the present case B is not known to be independent, here and throughout 
this section the relative order is to be taken with respect to one of the elements whose 
infinite orders are to be compared in the relative sense. 
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where B is a basis of G. Each non-zero element 6 of G may be expressed 
in the form 


(6) b= ma, + +++ + Mar (ma; + 0, k = 1) 
If 6 is of finite order, then so are the a,’s too (i= 1,...,). Clearly, from 
the elements of B only one of those a,,...,a, can be replaced by 6 (provided 


we want to have the resulting system again a generating system) whose 
coefficient m; is prime to its order O(a,). But the order of such an a; can 
not exceed the order of 6, since by multiplying (6) by O(8), all members on 
the right must vanish, and therefore we have O(a;y= O(m,a;) = O(6). 
If 6€G is of infinite order and of a smaller relative order than a;, then 
we have a relation 
mb = m'a;= 0 with |m|< |m’|. 


This means that in (6) a; is the only a; of infinite order and its coefficient 
|m;| > 1. But then a; does not belong to the group generated by B with a; 
replaced by 6. This establishes the necessity of the stated condition. 

PROOF OF SUFFICIENCY. Let B—(a,) be a subset of G satisfying (1) and 
(Il). In order to show that (5) holds for G, we prove that there is no non- 
trivial dependence relation 


(7) MQ, + Nd, +--+ +nga, =O (nia; + 0, k = 1). 


If here there is an a; of infinite order, say O(a,)= ~, then in B we 
may replace a, by (1-++|”,|)a@, which is of a smaller relative order than ua, (note 
that n,+-0), and we get again’a generating system of G, since a, obviously 
belongs to the group generated by the new system. Therefore, in (7) there 
is no a, of infinite order; consequently, we may suppose that in (7) the 
orders of the a,’s are powers of one and the same prime p. Let p* (tf = 0) 
be the greatest power of p which divides all the coefficients n,, and write 
n; = p'n;. By the choice of ft there is some index / (1=/ =k) with (nj, p) =1. 
Now the element 

b—=nya,+ +--+ +njaj+--- + nkae 
satisfies p'b 0 and we have obviously O(6)< O(a,). Since nj is relatively 
prime to O(a,), we may replace a; by 6 in B and we shall get again a 
generating system for G, because the group generated by this new system 


obviously contains a;. Hence we conclude that B is an independent system 
of G whence the theorem follows." 


1. The idea of the proof tor the case of finite order is the same as | have applied 
to proving the basis theorem for finite Abelian groups. Cf. [2]. 
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PART Il, APPLICATIONS 


§ 5. Kulikov’s theorem on the subgroups of the direct sum 
of cyclic groups 


As an application of our first basis criterion we shall prove KULIKov’s 
fundamental theorem [4] on the subgroups of a group with a basis :” 


THEOREM 3. (KuLIKOv.) Jf H is a subgroup of a group with a basis. 
then H also possesses a basis, or, otherwise expressed, each subgroup of the 
direct sum of cyclic groups is again the direct sum of cyclic groups. (An equi- 
valent statement is that a subdirect sum of cyclic groups has a basis.) 


Let B be a basis of G. We well-order the elements of B in some way 
and fix this well-ordering QW. a, will denote the element of B to which the 
ordinal number vt is assigned. 

In order to make the proof of Theorem 3 easier, we introduce the 
following notions.’ Let 5=-0 be an arbitrary primary element of G. We 
clearly have" - 

(8) ,  kb=na,+ Med, ---+ md, +0 (na: 0, k = 1). 

From this relation we can obtain a non-trivial dependence relation with 
a minimal number k of non-zero terms, by multiplying it by a suitable integer. 
If 6 is of infinite order, then in this relation only a,’s of infinite order remain, 
and if b is of prime power order, then the orders of the occurring a,’s are 
powers of the same prime p. Moreover, in the second case we may assume 
that by multiplying the relation (with the minimal &) by this prime p, all - 
terms vanish. In both cases such a relation will be called a minimal depend- 
ence relation belonging to 6. 

If 6-0 is again a primary element of G, then we shall say that the 
basis element a,, of G is associated with 6 if a,, occurs in a minimal de- 
pendence relation (8) belonging to 6 and in the well-ordering WS we have 


T, > Te > > Tr. 


Evidently, a,, is uniquely determined by the primary element 6, and a,, is of 
finite or infinite order according as 6 is of finite or infinite order. 


12 It seems to me that the following proof of Kutikoy’s theorem is the first uniform 
proof. The original proof necessitated to distinguish three cases according as the group 
considered was torsion, mixed or torsion free group. Moreover, the proof below is a more 
direct oné: we not only state that the subgroup H possesses a basis, but also give a 
method by which a basis. can be constructed in case a well-ordering of a basis of G 
is known (for example, for countable Abelian groups). 

; 18 These notions depend not only on the group G, but also on the basis B of G 
‘and the well-ordering J&B of B. ; 
14 We may evidently choose = 1, but this is not necessary for our definition of 


the new notions. 
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Now we are going to give a method which replaces each basis element 
a, of G by an element 6, of H or simply omits a,, and then we shall verify 
that the arising system B’ —(0,) is a basis of the subgroup Up 

For each fixed ordinal number +, we consider the element a, of B. 
If there is no primary element 6 of H such that a, is associated with 6, then 
we omit a; and take no 8, for this +. On the other hand, if a, is associated 
with at least one element of H, then from the set of these elements 6 we 
select one in the following manner: ; 

1. If a, is of finite order, say, O(a,)—p*, then we take a 6, of a 
possibly greatest order p’. (Such a 6, necessarily exists, since we clearly 
have s =t.) 

2. If a; is of infinite order, then we take a 6, such that in (8) (with 

=b, and t,=) the ratio 


ny 
n | 


v= >O0 
shall have a value as least as possible. It is readily checked that such a 5, 
also exists, for by the basis property of B, v has to be a natural number, 
as one sees at once from (8).'* 

Now we show the system B’ of these 6,’s is a basis for the subgroup H. 
To this end it is sufficient to verify the fulfilment of (i) and (ii) of our first 
basis criterion. 

1". First of all, B’ is an independent system of H. In fact, if B’ were 
not independent, then we should have a non-trivial dependence relation 


(9) Jo, 85, + +++ + Qu, 0c, =O (0, >--->0,) 
with a minimal number / of non-zero terms. Then either all of 6.’s are of 
finite or all are of infinite order. In the first alternative we can suppose that 
a prime number p annihilates all terms. This means that the orders O(6,) 
are powers of this fixed p and each coefficient g, is divisible by a power 
of p whose exponent is precisely one less than the exponent of p in O(8,). 


Since the same holds for n in a minimal dependence relation (8), we may 


express each q.b, in (9) by means of the a,’s and then obtain a relation for 
the a,’s. But by the choice of the indices we see that as, occurs only once 
and this term is not equal to zero. This contradicts the independence of the 
a,’s. — A similar reasoning applies to proving that no non-trivial dependence 
relation may exist containing elements 6, of infinite order. (Multiply (9) by 
a suitable integer and then substitute again (8).) 

2°. B’ is a maximal independent system of H. For, if not, then there 
would be a 6€H which is independent of B’; moreover, we may clearly 
assume this 6 to be primary. Among the ordinal numbers + of the basis 


18 Recall that (8) may be obtained from a relation of the same tvpe with ei |p 
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elements a, associated with these independent b's let o be the first one and 
let b’€H be an element (independent of B’) whose associated basis element 
is a;. Then we have a minimal dependence relation 


gb = 9,064 4ide,+ +++ +910, 0 (8> 6,5 8>0) 


Now let us consider 0,; it necessarily. exists, for H has elements with which 
a, is associated. Let 


Nb; = Na;+ Naz, +--+ + MQ, 0 (C>t)>+-+> %). 


Of course, there is no loss of generality in assuming g,=1,. Then by 
subtraction we are led to the equation 


gb —nbe = Goa, + +++ + Q1Qi,— MA — ++ — MAy. 


Hence 6 —gb'—nb,€H is either O or the ordinal number 0 of the basis 
element a, associated with 6” is less than o. In the first alternative the proof 
is finished: 6’ depends on 6,; while in the second case we infer that, by the 
choice of v, 6” depends on B’. If 6’ is of infinite order, the proof is again 
finished. If 6’ and hence 0b” is of finite order, then the order of 6” is a prime p, 
and the dependence of 6” on B’ implies a relation 

b” = m,b,, + --- + 77,85, 


whence 
gb'=nb,+m, bo + --- + m,bo, 


is a non-trivial dependence relation for 6’: a contradiction. The proof of (i) is 
thus completed. 

3°. Next we turn our attention to the proof of (ii). Suppose there is 
an element” 6 of H which is of a greater relative order than and can be 
substituted, without violating independence, for some element of B’. Let 


(10) hO=hybe tothe, 0 (0, >--- > 6,82 1) 


be a minimal dependence relation. It is obvious that from the elements of B’ 
only one of 6,,,...,6., can be replaced by 6 so as to get again an independent 
system. In case 6 and hence all of b.,,..., 8, are of finite order, there is no 
loss of generality in supposing O(6) =p" > O(b.,) for i= 1,...,s, since each 
term /;b,, having the form p"'hb;, may be brought to the left side and then 
we may replace 6 by a suitable element of H which we denote again by 0 
Next we substitute for each 6, in (10) its expression (8) and then we get an 
expression for 4b in terms of the a,’s which shows that a,, is associated 
with b. But O(b) > O(6,,) contradicts the choice of 0,, (see 1.). 

In case all terms in (10) are of infinite order, we assume 6 to be taken 
such that 0=-|h;|<[A| (é=1,.-.,5). By multiplying (10) by an appropriate 
integer g and then introducing, by means of (8), the a,’s in place of the 6,’s, 


16 Of course, b can be assumed to be a primary element. 
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we obtain a relation 
hyb=h,qb,,+ --- =f 4 Fay oa, Me 


showing that a,, is associated with 6. But here the ratio of the coefficients 
of a, and 6 is 


he h, 


alla 
against the choice of 6,,. This completes the proof of Theorem 3. 


ay 


n 


ny 
n 


O< a7 


REMARK 1. It may be of some interest to note that the idea of the 
above proof of KULIKOv’s theorem admits of another proof of the same 
theorem, a proof which does not appeal to either basis criterion. The follow- 
ing demonstration makes use of the same method of constructing the basis 
B’ of the subgroup H, and therefore, it may be considered as a_ proof 
suggested directly by the first basis criterion. 

Not only the basic idea, but even a large part of this second proot 
coincides with the proof given above. The only difference is that instead of 
entering into the proof of the maximality of the independence of the system 
B’ and the fulfilment of (ii), we argue as follows. 

We intend to show that B’ is a generating system of H. The proof is 
indirect: we assume that there are elements in H which do not belong to {B} 


If there is a b€H of finite order with this property, then we choose ~ 


such a 6’ of a possibly least order” p* with the additional requirement that 
in H there is no 6 of the same order p* not in {B’} whose associated basis 
element a, precedes in Ys the basis element a, associated with 6°. Now 0 
may be written in the form 


(11) Bo =. +e + hy e+ Ando, + +++ + as, (0 > Gy >+++> 01) 


where the terms before A,@, occur in no minimal dependence relation belong- 
ing to 6’. It is evident that 6, certainly exists and we have 

(12) Bg =+++ +My Ag + M,An, + +++ + Mer, (0 >. >++-> Tr) 
where the terms before n,a, vanish in a minimal dependence relation belonging | 
to b,. Since a, is associated with both of 6’ and 6,, by the choice of &. we 
have O(6’) = O(6,)=p', and we infer that p’|n, implies p”|A,. Consequently, 
we can find an integer q such that the expression of 6” = 6’—qb, in terms 
of the a,’s, got from (11) and (12), does not contain a,. It is readily seen 
that either the basis element a, associated with 6” precedes a, in % (i.e. e <0) 
or, if this is not the case, the order of 6” is less than O(b’)— p’; the last 
statement holding for in (11) and in gb, the terms before the term containing 
a, are annihilated by p*!. By the choice of 6’, in both cases we conclude 


"7 It is evident that the order of such a 5’ must be a power of a prime. 


{ 
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that 6”, and hence also 6’, belongs to {B’!. Therefore there is no 6 of finite 
order in H and not in {B. 

However, it neither exists such a 6 of infinite order. For, assuming the 
contrary, we could choose a b’¢ H, €{B’} whose associated basis element a, 
is in the well-ordering 8 the first one for which such a 0’ exists. Now taking 
again 6,, the choice of 6, implies that in (11) and (12) we have |n,| = |Ay| 
Moreover, we can verify without difficulty the divisibility relation 2,\4,. Indeed 
if we put 4, =qn,+r with O=r<|a,|, then in 6” —6’—qb, the coefficient 
of a, is equal to r, and thus, in case r+ 0, 6” would have a, as associated 
basis element with a less coefficient than. 6, has, contrary to the choice of 6, 
The remaining part of the proof is the same as in the case of finite order 
(note that the second alternative is that 6” is of finite order). The second 
proof is thus completed. (If our principal aim were to give a new proof, as 
simple as possible, of KULIKOv’s theorem, then we should prefer this second 
demonstration.)’*® 


_ REMARK 2. KULIKOV’s theorem: suggests to ask for the existence of a 
basis of the factor group G/H of a group G with a basis with respect to a 
subgroup H of G. It is easy to illustrate by an example that in general G/H 
has no basis. In fact, let’ 


G=3(—) +309) +- +37) += D8, 


and let a, be a generator of 3(p"); then we have O(a,)= p”. We put 
H = {a,— po, d.— ps, .. -) An—POns1,: + -}- . | 
Now we show that H=+G. It is easy to see that a, does not belong to 
the subgroup H;; for, ‘if we had for some integers h; 


(13) Uy a A, (a, — pas) + ea +h,(a, —DPQn+1) 
with | | 
(14) h,(a» — pany) + 0, i 


then by the independence of the a,’s we could conclude that a, = f,a, as well 
as the coefficients of a,,...,@n+1 on the right of (13) are divisible by Pred Bees 
respectively. In particular, we get A, ==0 (mod p") which contradicts (14). 
Therefore we see that Yi staes 
Q,==0, pao=d, ..-5 PAni=An; --- (mod H) 
showing that the factor group G/H (generated by the cosets containing 
d,, Qo,..., respectively) is isomorphic to 3(p”). Consequently, G/H has no basis. 


48 Let us here mention that if H—G, our construction shows how to construct a 
new basis of a group G if another is given. It may be of interest to determine, if given 
two bases B and B’ of G, under what circumstances the basis B can be well-ordered so 
that B’ can be obtained from B by a construction described above. 

.19 We denote by 3(r) the cyclic group of order r and by 3(p®) (where p is a prime) 


the group of type p” (Prirer [6}). 
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§ 6. Abelian extension of direct sum of cyclic groups 
by direct sum of cyclic groups 


The first basis criterion enables us to discuss the problem of Abelian 
group extensions” of groups with a basis by groups with a basis. It is easy 
to show that in general we can not conclude to the existence of a basis of 
the extension group, as it appears from Theorem 6. 

Now it is natural to raise the question as to conditions which guarantee 
the existence of a basis for the extension group. A complete answer to this 
problem is given by Theorem 6. 

We shall need the following theorem which generalizes a known result 
of H. PRUFER and R. BAER (see Corollary 2 in § 7). 


THEOREM 4. /f for an Abelian group G_ there is a natural integer n 
such that nG is the direct sum of cyclic groups, then G itself is the direct 
sum of cyclic groups. 


We denote by B=(a,) a basis of nG and let a= p\'ps*--- pe” be the 
canonical representation of n. For each 1, let 6,€G be an arbitrary, but 
fixed solution of the equation nx—a,. The set of these 6,’s is independent, 
for from a non-trivial dependence relation with certain 6,’s by multiplication 
by an adequate divisor of n we could get a non-trivial dependence relation 
with certain a,’s which is impossible. : 

Next we adjoin elements of G of order pi to the set of these b,’s so 
as to get an independent system which is as maximal as_ possible. 
(Zorn’s lemma guarantees the existence of such a system.) Then we do the 
same with elements of order PSDs Dis pete ta} Bape oon Pete fo Des Deee 
tively. We state that the arising system C, consisting of the elements 6, and 
the new ones (which we shall denote by cu), is a basis of G. 

That C is an independent system needs no verification. Further, if we 
had an element c of G independent of C, then on account of nce€nG we could 
conclude nc =0. Now we may suppose that the order of c isa prime power, 
say, pi with «@ < «,. This contradicts the above construction of C and therefore 
C is a maximal independent system in G, indeed. 


No element of C can be replaced by an element c of G of a greater 
relative order without violating the independence (c may be assumed to be a 
primary element). Indeed, for the elements 6, this is obvious from the obser- 
vation that ¢ is of a greater relative order than 6, if and only if ncénG is 
of a greater relative order than nb.—a,. On the other hand, from the 
replacement of a certain element cy by c we could infer by the construction 
of C that O(c)—= pi with «>«; for some i (i=1,..., 7). This is, however, 


*0 We consider throughout only Abelian group extensions. — This extension problem 
(as well as part 1.in the proof of Theorem 6) has becn suggested to the author by T. Szeve. 
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unpossible, since then O= ne €aG would depend on the a,’s and hence the 0,’s. 
This establishes the statement. 
From Theorems 3 and 4 we conclude: 


THEOREM 5. /f for an Abelian group G there exist a natural integer n 
~ anda subgroup H such that 


nGlHCG 


and H is the direct sum of cyclic groups, then also G ts the direct sum of 
cyclic groups. 


In fact, if H has a-basis, then by KULIKOv’s theorem nG_ has too, 
consequently, Theorem 4 implies the statement. 
‘ Now we are in a position to prove what we have indicated at the 
beginning of this section: 


THEOREM 6. Let the groups H and F be direct sums of cyclic groups. 
A necessary and sufficient condition that all Abelian group extensions G of 
H by F shall again be direct sums of cyclic groups is: 

in case H contains elements of infinite order: that the 
orders of the elements of finite order in G/H=&F are bounded, 

in case H is atorsion group: that the orders of the p-primary*' 
elements in F are-bounded for each prime p which occurs as the order of some 
element of H. 

At first we reduce the problem to the case when F is a torsion group 
(the assertion shows that only the torsion subgroup of F has an effect to the 
existence of a basis of G). To this end we decompose G/H into two direct 
summands : 

G/H = G,/H-+ G,/H 
such that G,,H contains all direct summands of infinite order and G./H does 
those of finite order. 

We show that G, has a basis. Let (a,) be a basis of H and (0,) a basis 
of G,/H. Then the set B consisting of all a,’s and of all b,’s (where 0, is 
an arbitrary element of G contained in the coset b,) is a basis of G,. In fact, 
firstly, it is evidently a ate system of G,, secondly, no non-trivial 
relation 


(15) M,a,-+ +: ~+t aa, +m,b,+---+1mb,=0 (na, == 0, m, 6; += 0) 
may hold. For, this relation considered modulo the subgroup H implies 
m;b; =0.for j=1,...,4, and since the 6,’s are all of infinite order, we hence 


obtain m;—=0 (J Ay ., 1). Taking this into “account we see that (15) is a 
dependence relation in H, whence na;=0 (i=1,...,4) is obtained. Thus B 


21 We say that a is a p-primary element if O(a) is some power of p. 
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is an independent generating system of G,,- and therefore G, is the direct 
sum of cyclic groups, as we wished to prove. 
Now we pass from G, to G where we clearly have 


G/G, = G,/H, 


consequently, to complete the proof of Theorem 6 it suffices to consider the 
case when F is a torsion group. Therefore, in the remaining part of the 
proof we may assume that F contains no elements of infinite order. 


SUFFICIENCY. If the orders of the elements in F have an upper bound m, 
then applying Theorem 5 for G and its subgroup H with n = m!, we conclude 
that G is the direct sum of cyclic groups. 

Next we show that the same conclusion holds if the orders of the 
p-primary elements in the factor group F are bounded for each prime p 
being the order of some element of the torsion group H. 

We shall need the following simple 


Lemma. Let F be a p-group and H==H,+H' a direct decomposition of 
‘the torsion group H where H,, is the p-component of H. Then each Abelian 
extension G of H by F has a direct decomposition 


: G~G,+H 
where G, is the p-component of G. 


The statement of the Lemma follows at once from the observation that 
each coset of G modulo H has a representative whose order is some power 
of p and G, is generated by these representatives and H,. 


Resuming the proof of the sufficiency, we decompose F into its p-com- 


ponents : 
F=> F,. 
Pp 


It is quite clear that the extension G of H by F may be regarded as a group 
obtained by successive extensions of H by F,, F,, F,,..., respectively. Since, 
by our Lemma, for each prime p, the p-component H, of H => H,, does 


not alter during this sequence of procedures except when we are’ extending 
just by the factor group F,, we see that the extension G of H by F will be 
the direct. sum of p-groups and of extensions of p-groups by p-groups 
(according as one of F, and H, equals zero or none). Our hypothesis on 
the orders of the elements of F implies that, for each p with H, == 0, the 
elements of F, are of bounded order; thus — by what has been proved 
already — it follows that each p-extension and hence G itself is the direct 
sum of cyclic groups. 


NECESSITY. We show that if the hypothesis is not fulfilled, there is at 
least one extension G’ of H by F which is no direct sum of cyclic groups. 
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1. Assume that H contains an element a of infinite order and the 
orders of the elements in the torsion group F have no upper bound, i.e. 


we pa 3(r%) 


where the orders r, of the cyclic groups 3(7,) are not bounded. Let G’ be 
the Abelian group generated by H and by the elements a, (v€/) connected 
by the defining relations 

fe0s==2 for each vé/. 
Then we have G’/H = F, and G’ is no direct sum of cyclic groups, for it 
contains an element a of infinite order for which the equation 

xa 
is solvable for an infinity of the r,’s. 

_ 2. Let the torsion group H contain an element a of order p* and of 
height 0; further we assume that the elements of F, are not of bounded 
order. The same construction of G’ as in 1. shows that in the extension 
group G’ the p-primary element a is of infinite height. Therefore G’ can not 
be the direct sum of cyclic groups. 

This completes the proof of Theorem 6. ' 


REMARK. (Added in the proof, 10 December 1952.) | have observed that 
since the present paper was completed, a recent paper by J. DIEUDONNE has 
appeared which discusses some problems on p-groups closely related to the 
results of this section. For details we refer to his paper: Sur les p-groups 
abéliens infinis, Portugaliae Math., 11 (1952), pp. 1—5. 


§ 7. Some corollaries 


In this section we show that several known results on the decom- 
posibility of Abelian groups into the direct sum of cyclic groups may be obtained 
as corollaries of our’ discussions. 

We begin with the simplest one: 

COROLLARY 1. (BASIS THEOREM FOR FINITELY GENERATED ABELIAN GROUPS.) 
A finitely generated Abelian group G is the direct sum of a finite number of 
cyclic groups. 

If 21,22, -.-,Z* are the generators of G and a,dz,...,4m (ml =k) is a 
maximal independent system of G, then for each g; there is a natural integer 
n, such that nigi€{a,,...,dm}~=-H. If n denotes the least common multiple 
of these ns, then we may apply Theorem 5 to the present case to obtain 
the statement. 

COROLLARY 2. (PRUFER—BaeR.)” An Abelian group G whose elements 
are of bounded order, is the direct sum of cyclic groups. 


22 See Prirer [6] and Baer [1]. 


*4 Acta Mathematica 
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if m is an upper bound for the orders, then for n= m! we clearly 
have nG—O, and we may again make use of Theorem 5 with H the zero 
group. 

COROLLARY 3. (PONTRJAGIN.)® A countable torsion free Abelian group G 
is the direct sum of cyclic groups if and only if every ascending chain of 
subgroups of an arbitrary finite rank n contains but a finite number of 
different subgroups. 

Only the sufficiency of the condition needs a verification. 


Let @,,@),..-,@n,... be-a maximal independent system of G. For each 
‘n—1,2,..., we choose an element 6, such that in the dependence relation 
(16) mb, = ma, ++ +N, ay : (m,,a,, += 0) 
the ratio 
pS eo 


assumes its least value. Such a 6, necessarily exists, for the subgroup H, of 
G consisting of all 6’s in G with O--qgb€{a,,@,..-,@n} for some integer q 
is of rank n, and hence, by hypothesis, finitely generated. Consequently, theré 
is some natural integer ¢, such that in (16) for each 6,€H we may choose 
m such that |m| = |f,|. Following the idea of the above proof of KULIKOV’s 
theorem it is easy to conclude that 6,, 6.,... form a basis for G.* 


(Received 24 August 1952) 
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O NPAMOM CYMME LUMKIMYECKHX rpynn 
JI. PYKC (Bynzanewr) 


(Pe310Me) 


Nyctb G anpyutusnaa aG6enepa rpynna npoussonbHoit MOUIHOCTH. Tloqmnoxxectso B 
rpynnti G wasbinaetca 6asucom, ecam G aBIAeTCA NPAMOH CyMMOM UMKAMYeCKHX rpynn, 
NOPOKAEHHBIX SNEMCHTAMH NOAMHOKECTBa B. OuesugHo, 4To 6asuc B xapaxTepu3upyerca 
BYMA CeMyIOUHMH CBOHCTBAMH: 

1. DnemenTer ero (AHHeHHO) HEsaBHCHMHI, 

2. B apnaetca CHCTeMOH NOpoxparouen G. 

Ecau Ke 0 HEKOTOPOM nOpMHOxKeCcTBe S H3BECTHO JHUIb TO, YTO OHO ABIACTCA MAKCH- 
M@IbHOH He3aBHCHMOM CHCTeMOK BG, HIM MHHHMANbHOK CHCTeMOM NOpoxarowen G, oTcrona 
B OOw\eM Cayyae He CnepyeT TO, 4TO S sBaaeTca Gasucom. ABTOP fOKasbIBaeT, ¥TO eCaH 
cpeav oemMeHTOB GecKOHeYHOrO NOpsAgKa rpynne! G HeEKOTOpBIM O6pa3som OnpenenuTh MOHATHE 
OTHOCHTEbHOrFO NOPAAKa, TO CNpaBeANHBbI ABe CremyroulHe TeOpeMHI: 

Teopema 1. Mogmnoxectso B rpynnsi G torfa 4 TOABKO Tora ABIAeTCA GasncoM, 
ecan B aBiaAeTCA MAKCHM@IbHOH He3aBHCHMOM CHCTeMOK G Tak, YTO HM O/H H3 JeMeHTOB 
B ue MOoKeT ObITh 3aMCHEH BEMEHTOM rpyninb! G Cc OOMbUIMM OTHOCHTEJIBHBIM MOPAAKOM — 6e3 
yujep6a He3zapucHmoctTn B. 

Teopema 2. To,muosKectso B torga u TOnbKO Torga ABAAeTCA 6a3zncom, ecru B 
ABIACTCA MHHHM@IbHOH CHCTeEMOM NOpOxpatoueH G H HH OfMH 91eMeHTB B He MOKET OBITS 
3aMeHéH 3neMeHTOM rpynnbi G C MEHbUIMM OTHOCHTCbHBIM MOPAAKOM Tak, 4TOOBI CHOBa 
NONYYMTh NOPoOr*KWarOulyto CHCTeMy. 

Cneunanbupii cnyya Teopembi 1, OTHOCAUMMCA K p-rpynnamM, COBMafaeT C OAHHM 3 
HOBbIX pe3yubTaTow A. Kepreca. 

Teopema 1 Oxa3bipaeTCaA NOne3HOK Np MCCMeAOBAHUAX PasNOX*KeHHA Ha NpAMytoO CyMMy 
WuKnMyecKkux rpynn. Tak mpu e€ MOMOLIH MOKKHO flaTb PaCCMOTPeHHA PasHbIX Cry4aes, 
emMHOe WOKa3aTe.1bCTBO usBeECTHOM TeopemEI Ky 1H KOBA, COrmacHO KOTOpOK m06ax MO]- 
rpynna npaMofi .cyMMbI UHKIHYeCKHX Tpyln TOKE MOKET ObITh Pas10.%KeHa Ha MpAMytO 
cyMMy Unkan4eckux rpynn. B Kayecrse HOBOrO pesymbTaTa AaTCA NOMHOe peueHnne Crepy- 
rouleH mpo6.1embI: HaliTH HEOOXOAHMOE HM AOCTATOUHOeE yCOBHe TOTO, yTOObI 11060e abemeBo 
pacwupenne rpynnsi A nocpegcrsom B 6pi10 npAMOi CyMMOM LMKAMYeCKHX Frpynn, ecH 
TombKO paHHBIe A uw B apaswrTca npAmMoi CyMMOM WMKAHYECKHX rpynn. 
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LOSUNG EINES MARKOVSCHEN PROBLEMS 
BETREFFS EINER AUSDEHNUNG DES BEGRIFFES 
DER ELEMENTAREN FUNKTION 


Von 
ILONA BERECZKI (Szeged) 
(Vorgelegt von L. KaLmAr) 


1. Diese Arbeit enthalt die Lésung eines Problems, welches von A. A. 
Markov im Zusammenhang mit meinem Vortrag am Ersten Ungarischen Mathe- 
matiker-Kongrefi aufgeworfen wurde. Zweck jenes Vortrags' war die Klar- 
stellung der Relation der Klasse der elementaren Funktionen und der Klasse 
der rekursiven Funktionen. Unter einer elementaren Funktion verstehe ich dabei 
eine arithmetische Funktion, welche aus ihren Argumenten und aus’ nicht- 
negativen ganzen Konstanten durch eine endliche Anzahl von Additionen, 
arithmetischen Subtraktionen, Multiplikationen, arithmetischen Divisionen, Sum- 
men- und Produktenbildungen entsteht.* Hier verstehe ich unter einer arith- 
metischen Funktion eine Funktion, deren Argumente die nichtnegativen 
ganzen Zahlen durchlaufen und deren Werte ebenfalls nichtnegative ganze 
Zahlen sind; unter arithmetischer Subtraktion verstehe ich die Bildung des 
absoluten Betrags der Differenz, unter arithmetischer Division die des ganzen 
Teils des Quotienten.* Unter einer rekursiven (genauer: primitiv-rekursiven) 
Funktion wird eine arithmetische Funktion verstanden, welche sich aus der 
Konstante 0 und aus der Funktion x+1 durch eine endliche Anzahl von 
Substitutionen (d. h. Bildung einer Funktion von Funktionen) und Rekursionen 


von der Form 


(1) \ (0, x, y,--- == a(x, y,.--); 
lg(n+1,x,y,-- )=8(0, X,Y. ++ PC, x, OS 


gewinnen 1aft. 


1 Vgl. meine Arbeit: Nem elemi rekurziv fiiggvény létezése (mit einem deutschen 
Auszug: Existenz einer nichtelementaren rekursiven Funktion), im Erscheinen in den Be- 
richten des Ersten Ungarischen Mathematiker-Kongresses. 

2 Dieser Begriff geht auf P. Csitac zuriick. Vgl. auch L. Karmér, Egyszerii példa 
eldénthetetlen aritmetikai problémara (mit einem deutschen Auszug: Ein einfaches Beispiel 
ches Problem), Mat. és Fiz. Lapok, 50 (1943), S. 1—23. 


fiir ein unentscheidbares arithmetisch : 
3 Die letztgenannten beiden Operationen, angewandt auf die Zahlen x und y, werden 


wie iiblich durch |x—y| und [x/y] bezeichnet. Fir y =0 verstehen wir unter [x/y] etwa 
die Zahl 0 
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Die rekursiven Funktionen dienen als Hilfsmittel bei verschiedenen Unter- 
suchungen im Gebiete der mathematischen Logik. Z. B. hat GODEL seinen 
beriihmten Satz,‘ wonach es zu beliebigen, gewisse ziemlich allgemeine Be- 
dingungen erfiillenden, Axiomensystemen arithmetische Probleme gibt, die im 
fraglichen Axiomensystem unlésbar sind, mittels Betrachtung gewisser rekur- 
siven Funktionen bewiesen. Im Laufe einer Vereinfachung des Beweises des 
Gédelschen Satzes hat KALMAR elementare Funktionen statt rekursiver ver- 
wendet.* Auch bei gewissen anderen Anwendungen ist es méglich, die rekur- 
siven Funktionen durch elementare Funktionen zu ersetzen. So erhob sich 
die Frage, ob die Klasse der elementaren Funktionen nicht etwa mit der Klasse 
der rekursiven Funktionen identisch ist. 

Es ist langst bekannt, daB jede elementare Funktion rekursiv ist. Daher 
lauft die obige Frage darauf hinaus, ob auch umgekehrt, jede rekursive Funk- 
tion elementar ist. Am Ersten Ungarischen Mathematiker-Kongre{\ habe ich 
gezeigt, daf dies nicht der Fall ist, da die Funktion, welche durch eine ahn- 
liche Iteration aus der Potenzierung entsteht, wie die Potenzierung aus der 
Multiplikation oder die Multiplikation aus der Addition, zwar offenbar eine 
rekursive, jedoch keine elementare Funktion ist. MARKOV warf in diesem 
Zusammenhange die Frage auf, ob es richtig ist, da auch bei einer Verall- 
gemeinerung des Begriffes der elementaren Funktionen, wobei die Rolle der 
Addition, der arithmetischen Subtraktion, der Multiplikation und der arithme- 
tischen Division die Anwendung einer endlichen Anzahl von beliebigen rekur- 
siven Funktionen, die Rolle der Summen- und der Produktenbildung aber 
eine endliche Anzahl von solchen Funktionaloperationen iibernimmt, die in 
ahnlicher Weise aus gewissen beliebigen rekursiven Funktionen entstehen, wie 
die Summenbildung aus der Addition oder die Produktenbildung aus der 
Multiplikation, die so entstehende Funktionenklasse nicht die Klasse der rekur- 
siven Funktionen erschépfen kafn: E. EGERVARY warf bei gleicher Gele- 
genheit die Frage auf, ob es richtig ist, da bei der Modifikation des Begriffes 
der elementaren Funktionen, wobei die Produktenbildung nicht verwendet 
wird, die Potenz nicht bereits zur modifizierten Funktionenklasse gehdrt. 


2. In dieser Arbeit werde ich einen allgemeinen Satz (,,Hauptsatz“) 
beweisen, woraus sich die Richtigkeit der Vermutungen von MARKOV und 
EGERVARY gleichzeitig ergeben. Zur Formulierung dieses Satzes bendtige ich 
nicht nur die erwadhnte Iteration der Potenzierung, sondern auch die Funktio- 
nen, die daraus durch weitere Iterationen entstehen. Nennt man die Addition 
die Operation erster Ordnung, die Multiplikation die Operation zweiter Ord- 
nung, die Potenzierung die Operation dritter Ordnung; die Iteration der Poten- 


4K, Gove, Uber formal unentscheidbare Satze: der Principia Mathematica und ver- 
wandter Systeme |, Monatshefte fiir Math. und Phys., 38 €1931), S. 173—198. 
5 A. a. O.2 
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-zierung die Operation vierter Ordnung usw. und bezeichnet man die Operation 


m-ter Ordnung, angewandt auf die Zahlen a und b, durch a i 6, so kann man 
diese Operationen durch eine Folge von Rekursionen wie folgt definieren : ° 


Poe ate, 


(2) tet 0, 
[az a ne A a 
; m+1 m m+1 
avVb+1=aV(aV 6) fir m=—1,2,3,.. 
Man sieht sofort, daB diese Gleichungen im Falle m—1 in die rekursive 
Definition 


ay 0=0. 
avyb+l=a +(aV7 6) 


des Produktes iibergehen, daher ist wirklich av b=ab; im Falle m2 
aber in die rekursive Definition 


3 
aJyOo=1 

3 3 
a7 b+1—a-(aV bd) 


: 3 
der Potenz, daher ist wirklich a \7¥ b= a’. Durch eine geringe Modifikation 
der Definition (2) kénnen wir erreichen, da auch die rekursive Definition der 


vol 
Summe a V7 b6—a+8, namlich- 


( 1 

a7 O=ca 

= 1 
aJ6+1=(eV7 b)+1 


einbezogen wird. Damit die zweite dieser Gleichungen mit der letzten Glei- 
esta von @) fiir m=O, d. h. mit 


ay b+i=av(ayd) 
iibereinstimme, definieren wir die Operation O-ter Ordnung als die Addition 
von 1 zur zweifen Zahl, auf die die Operation angewandt wird, d. h. durch 


0 m 
av b=b6+1. Also lassen sich die Operationen a VY 6 durch die Gleichungen 


‘ 6 Um Klammern zu ersparen, betrachte ich Vv als ein Zeichen, welches starker trennt, 
als das Pluszeichen und das ie eas (und Ravarsicls auch starker, als das pele dls 
tionszeichen). Z. B. bedeutet a 7 ‘oI dasselbe, wie a "7 (b+); dagegen muB (a Vv 6) +-1 


mit Klammern geschrieben werden. 
. ts aa 
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0 
‘a fir m=O, 


m+1 


(3) : ei vonr he fir m=, 
1 fir ise & 
m+1 
av b+1=a¥ (a¥ 6) 
definieren. 
3. Aus den beiden letzten Gleichungen (3) gewinnt man der Reihe nach 
fir m=0,1,2,3,... je eine rekursive Definition von der Form ) fiir 
3 
rigit (akc oN Rap shart av.6(= a’), abs ..; also ist avo fiir 


jedes (numerisch gegebene) m eine rekursive Funktion von a und 6. Man 


kann (3) natiirlich auch als eine Definition der dreistelligen Funktion a v b 
als Funktion von a,b und m auffassen. Dann ist aber (3) keine Rekursion 
von der Form (1), sondern eine sogenannte zweifache Rekursion (gleichzeitig 


nach den Argumenten m und 6). Daher braucht ab keine rekursive Funk- 
tion von a,m und 6 zu sein. In der Wirklichkeit ist sie auch keine. In der 
Tat sind die Gleichungen (3) durch eine geringe Modifikation aus der Definition 


g(a, b,0)=a+b 
| y fiir m—O, 
g(a, 0, m-+1)= fiir ml, 
| nf fir m= 2, 
g(a, b6+1,m-+1)=¢(a, g(a, 6, m+ 1), m) 


der Funktion ¢(a,6,m) entstanden, die bei ACKERMANN’ als Beispiel einer 
durch eine zweifache Rekursion definierten nichtrekursiven (d. h. nicht primitiv- 
rekursiven) Funktion dient; und das gleiche kann 4hnlicherweise auch fiir 


die Funktion a\/ 6 bewiesen werden. Indessen werde ich in dieser Arbeit 


nicht die Eigenschaft der Funktion a\/ 6 beniitzen, dai sie keine rekursive 
Funktion ist; vielmehr folgt diese Eigenschaft aus dem zu beweisenden Haupt- 
satz. Was aber den Beweis jenes Hauptsatzes betrifft, beruht er auf gewissen 
Ideen, die in etwas anderer Form auch bei ACKERMANN zum Beweise der Nicht- 
rekursivitat der Funktion g(a, 6,m) verwendet wurden. 

ACKERMANNS Beweis beruht im wesentlichen darauf, da® es zu jeder 
rekursiven Funktion « eine natiirliche Zahl m gibt, so daf « in einem gewissen 
Sinne von der Funktion (von a und 6) g(a, 6, m) majorisiert wird. In dieser 
Arbeit werden aber etwas andere Majorisierungseigenschaften als bei ACKER- 
MANN bendtigt werden und auch statt der Ackermannschen Funktion ¢(a, 6, m) 


wird die obige Funktion a\V 6 verwendet. Der Grund der Heranziehung der 


7 W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen, 9 
(1928), S. 118—133. 
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Funktion a \/ 6 statt ¢(a, 6m) ist folgendes. Die fiir uns nétigen Majorisie- 
rungseigenschaften kénnen viel einfacher aus éinem analogen Satze von 
R. PETER® abgeleitet werden als aus den bei ACKERMANN stehenden Majori- 
Sierungsbehauptungen. PETER verwendet statt der Ackermannschen Funktion 
(a, 6, m) eine zweistellige Funktion® &(m,n), die ebenfalls durch eine zwei- 
fache Rekursion, namlich durch 


£(0,n)=n+1, 
(4) &(m +1, 0)—£(m, 1), 
S(m+1,n-+1)—&(m, E(m-+1, n)) 
definiert wird. Ftir diese Funktion beweist sie den folgenden Satz: . 


Fiir jede rekursive Funktion a(x, y,...) mit einer beliebigen Anzahl von 
Argumenten gibt es eine nichtnegative ganze Zahl m, so daf ftir alle Werte 
der Argumente x, y,... die Ungleichung 


Gy ys.) en, max (x, y;. ./.)) 
gilt. 
Nun lassen sich aus diesem Satz auf Grund eines ziemlich einfachen 
Zusammenhanges der Funktionen (m,n) und a\/ 6, der kein Analogon fiir 
die Funktion ¢(a, 6, m) besitzt, die folgenden Satze beweisen, die die fiir uns 


notigen Majorisierungseigenschaften der Funktion a \/ 6 aussprechen: 
Satz |. Fiir jede rekursive Funktion a(x,y,...) mit einer beliebigen 


Anzahl von Argumenten gibt es nichtnegative ganze Zahlen p und k, fiir die 
und fiir alle Werte der Argumente x,y,... die Ungleichung 


ThE a EE oe max (3,x,y,...) Vk 
besteht. 
. Satz Il. Fiir jede zweistellige rekursive Funktion (x, y) gibt es eine 
nichtnegative ganze Zahl q, fiir welche und fiir alle Werte der Argumente 
x,y die Ungleichung 


E(x, y) < max (3, x) V max (3, y) 
besteht. 

4. Auf Grund dieser Sdtze werde ich dann den schon erwahnten Haupt- 
satz beweisen. Zur genauen Formulierung des Hauptsatzes ist es nétig, den 
folgenden Begriff einzufiihren, welcher eine Verallgemeinerung des Begriffes 
der elementaren Funktionen bildet. 


8 R. Péter, Rekursive Funktionen (Budapest, 1951), insb. S. 72. 

9 Ich bezeichne diese Funktion statt der Péterschen Bezeichnung = y(m,n) mit 
&(m,n), um mit y gewisse solche Funktionen bezeichnen zu kénnen, die aus den mit 
bezeichneten Funktionen mittels Substitution oder Rekursion entstehen. 
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Es seien K und / zwei Klassen arithmetischer Funktionen; die Elemente 
von / seien lauter zweistellige Funktionen. Es sei E(K,/) die engste Funk- 
tionenklasse (d. h. der Durchschnitt aller Funktionenklassen) mit den folgenden 
drei Eigenschaften. 

1) KSE (d. h. fir c€ K gilt @€E). 

2) Ist gy, eine r-stellige Funktion, ferner g,,...,y, (hdchstens) s-stellige 
Funktionen und ist 9,¢€£,9,€E,...,9-€E, so ist auch die- Funktion 
W(X1, « « +) Xe) = Pol PrlXr, » - -, Xe)y «+ +r GPr(X,-- +, Xe)) ein Element’ von E (d. h. 
E ist abgeschlossen in Bezug auf Substitution). 

3) Ist pe E und #E/, und ist g etwa r+ 1-stellig, so ist die durch 
die Rekursion 


(5) | w(0, Xiy+- - X+) = (0, Xiy sees x,) 

W(n+,X,.. +, X) = B(P(A+1, M1, .. Xr), W(A, Xi, «5, Xr)) 
definierte Funktion w ein Element von E (d. h. E ist abgeschlossen in Bezug auf 
Rekursion der Form (5)). (Man bemerke, daB diese Rekursion eine Verallgemei- 
nerung der Summen- und Produktenbildung bedeutet; fiir 8(x, y)—x-+y ist ja 


wW(N, X50. .5 hy) = pa gp (i, x,,..., X,) und fiir 8(x, y)—=xy gilt w(n, x,,..., x.) = 


= IT 9% Xiph. 2) 

Man kann die Elemente der Klasse E(K,/) die in Bezug auf die zu K 
gehorigen Ausgangsfunktionen und auf die zu / gehdrigen Iterationsfunktionen 
elementaren Funktionen nennen. Besteht namlich die Klasse K aus den Funk- 
tionen x-++ y, |x—y|, xy, [x/y] und die Klasse / aus den Funktionen x-++y und 
xy, so ist E(K,/), wie leicht ersichtlich, die Klasse der elementaren Funk- 
tionen. "° 

Nun lautet der Hauptsatz wie folgt. 


HAuPTSATZ.. Gibt es eine nichtnegative ganze Zahl p, so daf fiir eine 
beliebige Funktion « € K, fiir eine geeignete nichtnegative ganze Zahl k und 
fiir alle Werte der Argumente x,y,... die Ungleichung . 


a(x, J, <<.) = MAX (a,x) Pe VK 


sowie eine nichtnegative ganze Zahl q, so daf fiir eine beliebige Funktion 
6 €/ und fiir alle Werte der Argumente x, y die Ungleichung 


- A(x, y) = max (3, x) V max (3, y) 


1” Um dies einzusehen, hat man zu beweisen, daB die Klasse der elementaren Funktionen 
in Bezug auf Substitution, ferner da6 die Klasse E(K, /) im Falle K—= {x +y, |x—y|, xy, [x/y]} 
in Bezug auf Addition, arithmetische Subtraktion, Multiplikation und arithmetische 
Division abgeschlossen ist. Dies beweist man auf Grund der Definition der elementaren 
Funktionen bzw. der Klasse E(K,/) ohne Schwierigkeiten. 
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besteht, so gibt es eine nichtnegative ganze Zahl m, so da fiir eine beliebige 
Funktion (x,,...,Xr)€ E(K,/), fiir eine geeignete nichtnegative ganze Zahl k 
und fiir alle Werte der Argumente x,,...,x, die Ungleichung — 


PiX5-o2 s Me imax (3; X, 75> 41x,) Vk 
gilt; und zwar kann m= max (p,q+2) gewdhlt werden. 


In 5 werde ich gewisse Hilfssatze fiir die Funktion a\/b beweisen, 
die teilweise analog mit gewissen von ACKERMANN (a. a. O.’) fiir seine Funk- 
tion y(a,b,m) bewiesenen Hilfssatzen sind. In 6 folgen dann die Beweise 
der Satze I und II und in 7 der Beweis des Hauptsatzes. In 8 wird aus dem 
Hauptsatz auf die Richtigkeit der Vermutungen von MARKOV und EGERVARY, 
ferner auf die meines a.a.O.! bewiesenen Satzes, endlich auf die Nichtre- 


kursivitat der Funktion a V7 6 als Funktion von a,m und 6 gefolgert werden. 


5. Zum Beweise der Satze I und II benétige ich einige Eigenschaften 


der Funktion a \/7 6, daher beweise ich vor allem einige Hilfssatze. 


HILFsSATz 1. Fiir m= 3 gilt 1 V b= es 

Bewels durch vollstandige Induktion nach m. Fir m=3 lautet unsere 
Behauptung 1° 1, was offenbar richtig ist. Gilt die Behauptung fiir m(= 3), 
so gilt sie auch fiir m+ 1, da nach (3) 


m+1 
iVo=1 
und 
m+1 m m+1 
1Vo+1i=1V(1Vo)=1 


ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 


HILFSSATZ 2. Fiir m= 2 gilt a V I =a. 


Bewels durch vollstandige Induktion nach m. Fir ate lautet die 
Behauptung a. 1 —a. Angenommen, daf die Behauptung fiir m(= 2) richtig ist, 


m+1 


erhalt man aus (3) wegen a\/O=—1 


ay ta 77 0) ev THe. 
" HiLrssatz 3. Fiir m=1 gilt 27 2=4. 


BEWEIs durch vollstindige Induktion nach m. Fir m=1 lautet die 
Behauptung 2+ 24. Nehmen wir an, dab die Behauptung fiir m(= 1) schon 


richtig ist. Wegen m+ 1 = 2 folgt aus Hilfssatz 2 2 oa 1 = 2, daher gewinnt 
man aus (3) | 


2 2=20 (20 1) =2V 2=4. 
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HitFssatz 4. Fiir a=2 und m= 3, oder auch fiira2=2 und b=1, 
gilt a b> b. . 

BEwEIs durch vollstandige Induktion nach m. Fir m—0O,1,2 geht die 
Behauptung der Reihe nach in die Ungleichungen 6+-1>6,a+6>6, a-b>6 
iiber, welche fiir a=2 und 6=1 gewi8 richtig sind. Fir m—3 lautet die 
Behauptung: a’ > 6, falls a = 2. Man beweist dies durch vollstandige Induktion 
nach 6. In der Tat lautet fiir =O die zu beweisende Ungleichung a’ >0O, 
d.h. 1 >0. Angenommen, daf a’>6, d.h. a? 2=6-+-1, gewinnt man wegen 


es | 
qhi_aq’.a>a@=ob-+1. 


Nehmen wir nun an, da& die Behauptung des Hilfssatzes fiir m(= 3) richtig 
ist; wir beweisen dann durch vollsténdige Induktion nach 6, da sie auch fiir 


m--1 giiltig bleibt. In der Tat ist fiir 5—O wegen (3) aJ0=1 >0; gilt 

die Behauptung, d.h. a Voz = 6+ 1 fiir einen Wert von 8, so gilt wegen (3) 

und der Induktionsvoraussetzung e h. V c>c fir a=2 und beliebiges c) 
a7 b--1=aV (av b)>aVb=b+I. 

Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 


Nun werde ich beweisen, dafi die Funktion a V 6 in jeder ihrer Verander- 
lichen monoton wichst, falls wir fiir die beiden anderen Verdnderlichen hin- 


reichend groBe Werte einsetzen. Diese Eigenschaft der Funktion a \/ 6 werde 
ich 6fters beniitzen, ohne mich stets besonders auf die entsprechenden Hilfs- 
sdtze zu berufen. 

Die Monotonitét in Bezug auf 6 ist eine Folge von 


HILFSSATZ 5. Fiir a=1 haben wir aVb+1 =aVob und fiir a=2 
sogar a7 b+1>aVb. 

BEWEIS. Wirhaben 6+ 2> 6-1, d.h. a 6+1>a7 6 und a+6+4+1> 
>a+6, d. h. aX 7b4+1>a076 ftir alle a und 6. Ferner haben wir 


a(o+1)>ab, dh. aVo+1>a 7b fir a=1. Ist m2=3, so ist nach 
Hilfssatz 1 


187 SS ye ele 


so daB wir nur noch a\7 6+-1>aV6 ftir a=2 und m=3 zu beweisen 
haben. Ist m= 3, so geht diese Behauptung in die Ungleichung a’! > aq’ fiir 
a= 2 iiber, die offenbar ebenfalls richtig ist. Fiir m= 4 hat man endlich 
nach (3) und Hilfssatz 4, wegen a = ee und m—1 = 3, 


m 


hs Vorimevi@ubsaue. 
wodurch die Behauptung des Hilfssatzes in samtlichen Fallen bewiesen ist. 
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KOROLLAR. Die Funktion a J 6 ist in Bezug auf 6 fiir a= 1 im weiteren 
Sinne, fiir a = 2 im engeren Sinne monoton wachsend; d.h. es gilt fiir a= \ 
und b=c die _Ungleichung a T b= y) c, und fiir a=2 und b>c die 
Ungleichung a v bad 

Die Monotonitat in Bezug auf a ist eine-Folge von 

HiLFssatz 6. Man hat fiir alle Werte von a,b und m die Ungleichung 
a+1Vb=aQVb. 

BeEwels durch vollstandige Induktion nach m. Fir m—0, 1, 2 lautet die 
zu beweisende Ungleichung der Reihe nach 6+1=6+1, (a+-1)+b=a+b6 
und (a+ 1)b=ab, die samtlich offenbar richtig sind. Nehmen wir an, daf 
die Behauptung fiir m(= 2) schon richtig ist, und wir beweisen sie fir m- 1 
durch volistandige Induktion nach 6. In der Tat gilt nach (3) fir m = 2 


m+l 


m+1 
a+1V0—l=a v0, 
m+1 m+ 
so daf die zu beweisende Ungleichung a+1Vb2=a\/6 fir 6b—O gewif 
richtig ist. Ist sie fiir 6 richtig, so hat man wegen (3) und Hilfssatz 5, Korollar, 


ferner wegen der Induktionsvoraussetzung a+1\VcZ2aV\/c, 


m+l m m+1 m m+ m m+ m+ 
at+1764+1=a+1V(a+17 b)2a+1V (V7 b)z=aV (av b)=aV b+. 


KOROLLAR. Die Funktion a v b ist in Bezug auf a fiir jedes m und b 
monoton wachsend im weiteren Sinne; d. h., man hat fiir c 2a die Ungleichung 


cVb=aVb. 
Endlich ist die Monotonitat in Bezug auf m eine Folge von 


HILFSSATZ 7. Fiir a= 2 und m= 2, sowie auch fiira2=2 und 6=2, 
pit ay b Zn 9 b. | 

BEweEls durch volistandige Induktion nach m. Ist m=O, so hat man 
at+b26+1, d. h. avozavo fir a=1. Ist m=1, so hat man 


ab=a-+b, d.h. ae hea fiir a=2 und 6 = 2, da dann ab—(a+ 6) = 
= (a—1)(6—1)—1 ee VE l= 0 Ist m==2, so ist die Unglei- 


chung a’=2ab, d.h. a 7 b=a\b, fir a=2_ offenbar richtig im Falle 
b=0, da dann a’ 1 und ab=O; im Falle 6=1 folgt aber aus Hilfssatz 
4 wegen a 22 
3 
a—avy b—1>6—1, 


dihi a’* =, woraus sich durch Multiplikation mit a die zu beweisende 
-Ungleichung a’ = ab ergibt. Gilt nun die Behauptung des Hilfssatzes fiir ein 
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m+2 m+1 j 
= 2, so beweist man das gleiche fir m+1, d.h. aVb2aV 6, durch 
volltndige Induktion nach 6. In der Tat gilt fir 60 wegen m= 2 und (3) © 


m+1 


ry Ose Tear 0. 
und falls die Behauptung a 7b =a Tb fiir einen Wert von 6 richtig ist, so — 
gilt fir a = 2 wegen (3), wegen Hilfssatz 5, Korollar und wegen der Induk- 

: m+1 m 
tionsvoraussetzung aVvcZz=aV/c 
mrt+2 ; m+1 m+2 m+1 m+1 m m+l1 m+1 
aV6+1=aV(aVv b=aVaVvbzaVav b=aVy b+. 
Damit ist Hilfssatz m bewiesen. 


KOROLLAR. Die Funktion a v b ist in Bezug ae m fiira=2 und b=2 
monoton wachsend im weiteren Sinne; d.h., man hat fiira=2, b6=2 und 


beliebige m =n die Ungleichung a v b=a = b. 


Aus den eben bewiesenen Monotonitatseigenschaften der Funktion a Vv b 
folgen leicht-auch die Ungleichungen, die in den folgenden drei Hilfssdtzen 
formuliert werden. 


HILFssaTz 8. Fiira = 3 und m= 1 gilt ESR 


Bewels durch vollstandige Induktion nach m. Fir m=1 lautet die 
Behauptung a+a2a+3, was fiir a23 offenbar richtig ist. Nehmen wir 
an, die zu beweisende Ungleichung gilt fir m(=1) und beliebiges a = 3; 
wir beweisen dann durch vollstandige Induktion, daB das gleiche auch fiir 


m-+1 besteht, d. h. aViea fiir a= 3. In der Tat gilt dies fir a—3, 
Es ist namlich nach (3) 
m+1 m m+l 
3V3=3V (3 V 2). 
Hier ist wegen (3) und Hilfssatz 2, der sich wegen m-+1 = 2 anwenden last, 
und wegen Hilfssatz 7, Korollar 
m+ ms m+1 m 1 
3V2=3V3V71I=3V323V 3=343. 
m+ : 
Also gilt jedenfalls 3\7 2= 1; so daB wegen Hilfssatz 4 
m+1 m m4 m+, 
3V3=3V83V7 223722343 
gilt. 
Falls nun unsere Behauptung a i a2=a+3fir einen Wert a(= 3) besteht, 
so gilt dasselbe auch fir a+1, d.h. es gilt a+1 Vat! =a-+4. In der 
Tat haben wir wegen (3) 


m+1 m m+ 
a+1Vatl=at1V(a+1 Va). 
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Hier kann man Hilfssatz 4 wegen a+1=4, also a+1=2, und wegen 
+ 


a+1\Va=a vd a=a en 3 = 1 (Hilfssatz 6 und Induktionsvoraussetzung) anwen- 
den; man erhalt 
m+1 


at+1VatlmatiV(a+1Va)>a ae 
d. h. 


a+1Vatl=(a+1Va)+1=(a+3)+1—a+4, 
wobei wir wiederum die Ungleichung a+1Vaza+3 angewendet haben. 
Damit ist Hilfssatz 8 bewiesen. 
HiLFssatz 9. Fiir a=3,6=2 und m=2 gilt a b=b+4. 
BeweEls durch vollstandige Induktion nach 6. Fir 6 = 2 haben wir wegen 
(3), Hilfssatz 2 und 8, die sich wegen m=2 und a=3 anwenden lassen, 
a T207dy 1l)=a Vaza+3=6=2+44, 
und falls die Behauptung fiir 6(= 2) giiltig ist, so hat man wegen (3) und 
/Hilfssatz 5, Korollar é 
a¥Y b+1—a¥ (av b)=a vy b+4=645, 
da wegen Hilfssatz 4, der sich wegen a=2 und 6+4=1 anwenden Iafpt, 
ay b+4>644 gilt. ; 
HILFssaTz 10. Fiir a=3 und m=1 gilt a Vv ‘Jz wa +3. 
Bewels. Durch‘ zweimalige Anwendung von (3) erhalten wir 


m 


a7 3—av (av 2)—ay(av(av 1)). 
Hier ist ene ml =2 und Hilfssatz 2 


m+1 


aY1—a; 
also hat ‘man id oA 8 und Hilfssatz 5, Korollar 


au 3=aV (av a)=a Vv a+ 3. 
Zum Beweis des Hauptsatzes werden wir noch eine Eigenschaft der 


Funktion av b bendtigen, welche als eine Verallgemeinerung der beiden 
Identitéten iiber Potenzen 

(a’)' =a", a "at =a ay 
angesehen werden kinnen. Diese Eigenschaft wird ausgedriickt durch "! 


11 Diese elegante Formulierung des Hilfssatzes verdanke ich L. KaLMAr. 
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HILFSSATzZ 11. Fir a=1 und m=2 haben wir 


(6) (av b)Vcx<a be 
und 

m+1 m m+ m+1 
(7) 7 (av b)V(aVosay bt+e. 


Bewels. Fir m= 2 lauten die zu beweisenden Ungleichungen 
(ab)c=a(bc) und a’a=a’*, 
diese sind also richtig (in beiden gilt das Gleichheitszeichen). Nehmen wir 
an, daB (6) und (7) fiir einen Wert von m(= 2), fiir beliebige 6,c und a=1 
giiltig sind. Dann beweisen wir dasselbe fiir m-+-1, d. h. 


m+l m+1 
(8) (ay 6) Vc<ay be 
und 
m+l1 m+ 
(9) (a'v 6) (aV sav b+e 


ebenfalls fiir beliebige 6,c und a=1. 

Der Beweis von (8) geschieht durch vollstandige Induktion in Bezug 
auf c. Fiir c—O steht wegen m=2 und (3) auf beiden Seiten 1. Gilt (8) fiir 
einen Wert von c, so beweist man dasselbe fiir c-+ 1 wie folgt. Nach (3) hat man 


m+1 m+1 m m+1 m+ 
(10) ay 6) Jc+1= (a7 6) V7 (VY 5) Foe). . 
Hier ist wegen a = 1 und Hilfssatz 6, Korollar, ferner m+ 1=3 und Hilfssatz 1 


m+ 


a 0 621-3 6521; 
so daB wegen (8) und Hilfssatz 5, Korollar 
m+1 m "m4 m+1 m+1 m m+1 

(11) (aVbV(@V7b)Vos(@V b)7aV be) 
besteht. Durch Anwendung von (7) erhalt man aber 

m+1 m m+1 m+1 m+l 
(12) (a7 b)V VY bc)=a V7 6+6bc=—aV We+1). 
Aus (10), (11) und (12) gewinnt man 

m+1 m+1 m+l1 
(a7 b)7c+1savV b(c+1), 
d. h. (8) fir c+1 statt c. 
Den Beweis von (9) fiihren wir durch vollstandige Induktion nach 6. 


Fir 60 steht wegen (3) und Hilfssatz 1 (der sich wegen m+ 1=3 anwenden 
1aBt) auf der linken Seite 


m+2 m+1 m+! m+2— 


@VOV@e— 1 Vavo=, 
auf der rechten Seite aber a 7 c, was wegen a= 1 und Hilfssatz 6, Korollar, nicht 


m+2 
kleiner als 1 Vc, d.h. nach Hilfssatz 1 nicht kleiner als 1 ist. Fiir b= 1 steht auf 
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der linken Ssite wegen Hilfssatz 2 


m+2 m+ 


@viyvav =a (a 0) 


was wegen (3) mit der rechten Seite a a 1+c gleich ist. Nehmen wir nun 
an, daB (9) fiir einen Wert von 6(= 1) giiltig ist. Dann beweisen wir dasselbe 
fir b+1 wie folgt. Wegen (3) und (8) (was unter Annahme der Giiltigkeit 
von (6) und (7) bereits fiir alle Werte von 6 und c und fiir a=1 bewiesen 
wurde) haben wir 

(13) (a7 6+1)9 @Vo=(av (av b)) 0 (av c)<ay (ay baw “o). 
Hier ist 


+2 m+l m+ 
(14) (a" 7 6) (a v <(a'y ) 0 (a¥ ‘0: 
In der Tat folgt aed Ungleichung fiir a=2 aus Hilfssatz 7, Korollar, da die 


linke Seite als (a" ae b) v (a om c) geschrieben werden kann und wegen 
Hilfssatz 6, Korollar nebst Hilfssatz 5, Korollar und Hilfssatz 2 
m4+2 m+2 mm 
ay b=27 b=201=2 . 
m+2 


gilt. Fiir a=1 steht aber wegen Hilfssatz 1, ausdem 1 7 b= 1 oe ont und 
] v 1=—1 folgt, auf beiden Seiten von (14) die Zahi 1. Aus (9), (14) und 
(9) folgt aber wegen Hilfssatz 5, Korollar 

@Fo+NVaFo=aV ay b+ 


Auf der rechten Seite steht hier wegen (3) a V poe 1, daher gewinnen wir 


m+2 m4 m+2 m+2 
(aV6+1)V(aVosavy (64+1)+¢, 
d. h. (9) mit 6+-1 statt 6. Damit ist Lemma 11 vollstandig bewiesen. 

Um die Satze | und, II aus dem in 3 angefiihrten Satze von R. PETER 
herleiten zu kénnen, beweise ich zunachst einen Hilfssatz tiber den in 3 
erwahnten Zusammenhang zwischen den Funktionen <(m, n) und aV 6. 

HILFSSATz 12. Fiir die durch die Gleichungen (4) definierte Funktion 
E(m, n) gilt 
(15) E(m, n)+3=2 V7 2+3, 
mt. h; 

E(m, n) = (2 V7 n+ 3)—3. 

Beweis durch vollstandige Induktion nach m. Fir m ==0 haben wir nach 
(4) bzw. (3) 

E00, n)+3=(n+1)+3=—n+4 


14 Acta Mathematica 
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und : 

2Vn+3=(na+3)+1=—2n+4. 
Angenommen, daf die zu beweisende Identitat fiir m giiltig ist, beweisen wir 
dasselbe fiir m-+1, d. h. ste 
(16) E(m+1,n)+3=2720+3, 
durch Induktion nach n. Fir n=O lautet die tinke Seite von (16) wegen (4) 

E(m+1,0)+3 = §(m, 1)+3. 
Aus der Induktionsvoraussetzung (15) folgt aber fir n= 1 
E(m, 1) +3=29 4. 

Andererseits steht auf der rechten Seite von (16) wegen (3) und Hilfssatz 3 


m+l ™ m+1 m+1 

27 3=2V7 QV 2=2V 4. 
Angenommen, daf die Identitaét (16) fiir einen Wert von n richtig ist, erhalten 
wir aus (4), aus der Induktionsvoraussetzung (15) (mit &(m-+-1,2) statt n), 
ferner aus (16) und (3) 


E(m+1ypn+1)-+3=&(m, E(m+1,n))+3—29 Km+1,2)4+3= 
n m+1 m+1 
—2V(2Vn+3)=2V nt+4, 
d. h. (16) mit n+-1 statt n. 
Aus Hilfssatz 12 folgt sofort die Ungleichung 


(17) E(m,n)<27 n+3. 
Eine analoge Ungleichung fiir §(m,n) wird ausgedriickt durch 
HILFSSATZ 13. Wir haben 
m+ 
(18) E(m, n) < max (3, n) 7 3. 
BeweEls. Fiir m=O steht nach (4) auf der linken Seite §(0,n)—n+1 


und auf der rechten Seite max (3, 2)+ 3, was offenbar nicht kleiner als n-+ 3, 
also gréBer als n-+-1 ist. Ist aber m=1, so folgt aus (17) und aus Hilfssatz 10 


E(m, n) <2 n+3=29 max(3, n)+3=max (3, 2) 7 max(3,n)+3< 
m+l1 
= max (3, n) v A 
6. Nun kénnen wir die Sdtze 1 und II beweisen. 


BEWEIs DES SATZEs I. Es sei a(x, y,...) eine beliebige rekursive Funktion. 
Nach dem angefiihrten Satze von R. PETER gibt es eine nichtnegative ganze 
Zahl m, so dak 


a(x, y, ...) < &(m, max (x, y, ...)) 
fiir alle Werte von x, y,...; andererseits gilt nach Hilfssatz 13 


7 m+ ™m 
&(m, max (x, y, .. .)) < max (3, max (x, y, ...)) y, 3 = max (3, x, y, ...) 7 3. 
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Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt die Behauptung des Satzes | mit 
p=m-+1 und k=3. 


Bewels DES SATZEs II. Es sei A(x, y) eine beliebige zweistellige rekursive 
Funktion. Nach dem oben angeftihrten Satze von R. PETER gibt es eine nicht- 
negative ganze Zahl m, so dab 

B(x, y) < §(m, max (x, y)) 
fiir alle Werte x und y. Fiir x=y gilt also nach (18) 


4 ml m+l 
B(x, y) < &(m, x) < max (3, x) V 3 = max (3, x) V max (3, y), 


also gilt dann die Behauptung des Satzes II mit g—m-+-1. 
Ist aber x < y, so hat man wegen (17) 


A(x, y) < E(m, y)< 27 y+352V max (3, y) +3 max (3, x) v max (3, y) +3. 
Ist hier m=1, so haben wir nach Hilfssatz 9 


m+] 
max (3, y) + 3 = max (3, x) VY max (3, y)—1, 
daher, nach (3), 


m mri m+l 
B(x, y) < max (3, x) VY (max (3, x) V max (3, y)— 1) = max (3, x) V max (3, y), 
so daf die Behauptung des Satzes II wiederum mit g—m--1 giiltig ist. 
Ist aber zufalligerweise m=O, so hat man wegen (4) 
B(x, y) <&0, y) =y+1<3+y=max(3, x) + max (3, y) = 
1 
= max (3, x) V max (3, y), 
so daf auch der Fall m—O keine Ausnahme bildet. Damit ist also Satz II 
allgemein bewiesen. 
7. Nun werden wir den oben formulierten Hauptsatz beweisen. Wegen 


der Definition der Funktionenklasse E(K, /) geniigt es (mit m— max (p, q + 2)) 


folgendes zu beweisen. 
1) Fiir jedes @€K gilt fiir geeignetes & und fiir alle Werte der Argumente 


x,y,... von « die Ungleichung 


(19) G(X; Vues) <emax (3, XJ) Lax). X. 
2) Gibt es zur r-stelligen arithmetischen Funktion y und zu den s- 
stelligen arithmetischen Funktionen ¢,,..., 9 nichtnegative ganze Zahlen 


ky, ky,...,k, so daB fiir alle Werte der Argumente 
(20) @o(Xi; «><, Xr) < max (3, X%, . 2, Xr) V Ko 
Pa ee one a 


(21) Pi(Xzy «+ +y Xs) < MAX (TK, .-+5 Xe) V Kis 


14* 
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so gilt ftir geeignetes k und fir alle Werte der Argumente die Ungleichung 


(22) Pol Py Xpp ies) Xe) seenale ae tere Ph na Khe oH OE OE Ope TF. ? 
3) Gibt es zur r+ 1-stelligen arithmetischen Funktion @ eine nichtnegative 
ganze Zahl /, so daf fiir alle Werte der Argumente 


mm 


(23) P(Xoy X1y s+ +9 Xr) < MAX (3, Xe, Xj, «ev, Xr) V A, 
so gilt fiir die durch die Rekursion (5) definierte Funktion w fiir geeignetes k 
und fiir alle Werte der Argumente die Ungleichung 
(24) W(X, Xry ++ +) Xr) < MAX (3, XH, XH, ---, HF) VK. 

BEWEIS VON 1. Laut Voraussetzung des Hauptsatzes gilt fiir jedes «€ K 
fiir geeignetes k und fiir alle Werte der Argumente 

P 

(25) a(x, ¥,...) < max (3;x; 7,2.) 40m: 


Hier kann wegen der Monotonitaét der Funktion a v 6 in Bezug auf 6 (fiir 
a=1) die Zahl k nétigenfalls vergréBert werden, so da§ wir k= 2 voraussetzen 
kénnen. Dann folgt aber (19) aus (25) wegen m= p auf Grund der Monotonitat 
der Funktion a y, 6 in Bezug auf m (fir a=2 und b=2). 

BEWEIS VON 2. Aus (20) gewinnen wir 


po(9i(X1, ecg Xa), a8 (x, a Ma) < 
(26) 


< max (3, Pi(Xy +++) Xe) + oy Pr(Xr, -- +) Xs)) V hoe 
Wegen (21) haben wir fiir i—1,...,r 


Pi (Xyy «++» X) < Max (3, Xy, ...,%) V ke S max (3, %1,--., %) V max (1, ky,» -y he), 
und wegen m=q+2=2 und Hilfssatz 2 


3=3 7 1Smax(3,x,...,%,) V 1Smax (3, x, ...)%,) V max (1, ki, «<5 hs), 
so dah : 

max (3, 9i(%1, ..., Xs), 7-5 P(X, 005; xs))s 

= max (3, Xj,400) Xs) Vv max (1, hi; ss Ar): 
Also folgt aus (26) und Hilfssatz 11 

Pol Pili 5.5 +p els oop Br (Aig es sg Mea) ) 
< (max (3, x1, ...., Xs) V7 max (1, ky, ..., )) V kyS 

<max (3, X,,...,X.) V kymax(1, ky, --. K), 

d. h. die Ungleichung (22) mit k=, max(1,k,,..., k,). : 


BEWEIS VON 3. Wegen der Monotonitat.der Funktion a v 6b in Bezug 
auf 6 kdnnen wir voraussetzen, da8 /=1. Wir zeigen zunachst die Gilltigkeit 
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der Ungleichung 


‘g W(N, Xr, «+ Xr) S (max (3, Tt ROY Ae 
durch vollstandige Induktion nach n. Ist n=O, so folgt aus (5) und (23) 


. . 1 
wegen Hilfssatz 2 (im Falle g=1) bzw. aV1—a+1>a (im Falle g=0) 
W(0, X,,-. +X) = (0, x, ..., x,) < max (3,0,x,,...,%5) VIE 


m +l 
= (max (3,0, x,,...,%,) JI) V1. 
Gilt die Ungleichung (27) fiir ein n, so haben wir wegen (5) und der Voraus- 
setzung 
B(x, y) = max (3, x) 7 max (3, y) 
des Hauptsatzes 


(28) WEN PAL Kees +s Xr) —= P(G(N--1; X;,..-, Xr); W(A, Xi, «2s, Xr) ) = 
< max (3,g(n+1,%,...,%))V max (3, y(n, X;,..., X;)). 
Hier haben wir wegen (23) 


g(n-+1,Xx,..., x) <max(3,n+1,x,...,%) 71 
und wegen (27) und der Manotonitaét der Funktion a Vv 6 in Bezug auf a 


m qt+l 
w(n, X,,...,X,) =(max(3,2+1,x,...,.x) VOVatl, 
ferner wegen m= 2, Hilfssatz 2 und /=1 


3< max (3, n-+1, x...) %) = max (3,241, x1, ...,%) V l= 
™ m ql 
= max (3,n-+1,x,,...,x,) V (/=(max(3,2+1,%,.-.%x)VOV1IS 
mi q+l 


<= (max (3,2+1,%,....x%) 7) Va+l, 
so dah 
max (3, p(n +1, %,..-, %))=max(3,n+1,%1,...,%) Vl 
und ; 


» 


max(3; win xe. %)) S (maxim 41, x, 06%) OV AHL. 
Daher gewinnen wir aus (28) und (3) die Ungleichung 
w(n+1,%4,...,wWS shy 
(max (3, 01,5204) TY 9 (max BAH, Ry) DV n+1)= 
= (max (3,n+1,%,,...,x)V IV at+2, 
d.h. (27) fir n+ statt n. Nun kann man aus (27) wegen 
nti< geen sy 2s max (3, 1, XH) V 2S max (3, 2, Xp.) V 2 
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und g-+1=m—1 folgendermaBen weiterschlieBen : 
m q+l m. 
WN, X50 «9 Xp) << (max (3,2, X;, 5x) VF TY (max (3, 0G, Xe) 7 oe 


nm m-1 m ; 
= (max(3,0,.X);. +; x) W.)7 (ax (3, Ae, Xe ee 
da, wie gezeigt, 


max (3,./1, Xi5-%- «> X,) Vlz=3=2 
und 
max (3, 1, Xj... SV 2a tese! 
Wegen Hilfssatz 11 (fiir m= 3) bzw. ab + ac—a(b-+-c) (fir m= 2) gewinnen 
wir also 


wi, Ny, ss «5 Xe) Se MAX(G A, Xi, spe) ee el 


d. h. Ungleichung (24) mit k—/+2. Damit ist der Hauptsatz vollstandig 
bewiesen. 


8. Der Hauptsatz liefert eine Lésung des in 1 formulierten Markovschen 
Problems. In der Tat folgt aus dem Hauptsatz unter der Voraussetzung, dah 
die Funktionenklassen K und / die Bedingungen des Hauptsatzes erfiillen, daB 
die Funktionenklasse E(K, /) nicht alle rekursiven Funktionen enthalten kann. 


Sie enthalt namlich nicht die Funktion av a von a, wobei m die im Haupt- 
satze figurierende feste nichtnegative ganze Zahl (nadmlich max (p, g + 2)) 
bedeutet. Sonst wiirde namlich mit geeignetem k die Ungleichung 


(29) a J a<max(3,a) 7 k 
fiir alle Werte von a erfiillt sein. Hier kann man wegen der Monotonitat der 


Funktion aX] 6 in Bezug auf 6 (fiir a=1) die Zahl k beliebig vergréfern, | 
so dab wir jedenfalls k=3 voraussetzen dirfen. Nun wirde aber aus (29) 
fiir a—k die Ungleichung 


kQ k< max (3, k) k 
folgen, was wegen max (3, k) =k unmdglich ist. 


Andererseits ist aber die Funktion a v a fiir jedes feste m eine rekursive 


Funktion von a, da sie aus der rekursiven Funktion a y, 6b von a und 6 durch 
eine Substitution (von a fir 6) entsteht. 

Im Falle, daB die Funktionenklassen K und / aus endlich vielen rekur- 
siven Funktionen bestehen, d. h. die Rolle der Addition, der arithmetischen 
Subtraktion, der Multiplikation und der arithmetischen Division in der Defi- 
nition der elementaren Funktionen durch eine endliche Anzahl von rekursiven 
Funktionen, und auch die Rolle der Summen- und Produktenbildung durch 
eine endliche Anzahl von Funktionenoperationen tibernommen wird, die 
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durch eine Rekursion von der Form (5) aus zweistelligen rekursiven Funktionen 
6 definiert werden, sind die Bedingungen des Hauptsatzes erfiillt. In der Tat 
gibt es dann wegen Satz I und II zu jedem « €K nichtnegative ganze Zahlen 
p und k und zu jedem @€/ eine nichtnegative ganze Zahl q, so daB fiir alle 
Werte der Argumente die Ungleichungen 


p 
a(x; y,...) << max (3; x,y,...) Vk 
q 
&(x, y) = max (3, x) VY max (3, y) 
bestehen. Hier kann wiederum aus Monotonitatsgriinden k=2 vorausgesetzt 


werden, und die Zahlen p und g kénnen, wegen der Monotonitat von avy b 
als Funktion von a und m fiir a=2 und 6=2, beliebig vergréf®ert werden. 
Daher kann man fiir die endlich vielen «@ € K ein gemeinsames p und fiir die 
endlich vielen 6€/ ein gemeinsames g wahlen. Also kann die Funktionenklasse 
E(k, /) fiir endliche Klassen rekursiver Funktionen A und / nicht die Klasse 
aller rekursiven Funktionen erschépfen, in Ubereinstimmung mit der Vermutung 
von MARKOV. 

Besteht die Klasse K aus den Funktionen x+y, |x—y)|, x-y, [x/y] und 
J aus den Funktionen x+y und xy, so ist E(K,/) die Klasse der elementaren 
Funktionen. In diesem Falle kann man p= 3 und g = 2 wahlen. In der Tat gilt 


x+y 2 max (x, y) = 2 max (3, x, y) < 3 max (3, x, y)= 
= max (3, x, y) max (3, x, y) = (max (3, x, y) )? = max (3, x, y) Q 2 
|x—y| = max (x, y) = max (3, x, y) < (max (3, x, y) )’ = max (3, x, y) V2 
xy (max (x, y))? < (max (3, x, y)F < (max (3, x, y) = max (3, x, y) V 3, 
[x/y] = x = max (3, x, y) < (max (3, x, y) )* = max (3, x, y) v 2 
und f 
x + y=max (3, x) + max (3, y) = max (3, x) y max (3, y)=max(3, x) V max (3, y), 
xy = max (3, x) max (3, y) = max (3, x) 7 max (3, y). 


Daher gilt in diesem Falle der Hauptsatz mit m = max (3, 4) —=4, also gehért 
nach der obigen Bemerkung die Funktion 


(a7) 
sen (Fee 
aVa=a™ 


(mit einer Anzahl a von Zahlen a auf der rechten Seite) nicht zur Kiasse der 
elementaren Funktionen. Dies ist das Ergebnis meiner Arbeit a.a.O.'; dieses 
Ergebnis ist also ebenfalls im Hauptsatze enthalten. 

Beim Egervaryschen Problem handelt es sich um die Funktionenklasse E(K, /), 
wobei die Klasse K wiederum aus den Funktionen x -+-y,|x—y|, x-y, [x/y], 
die Klasse / aber aus der Funktion x+y allein besteht; und die Vermutung 
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von EGERVARY besagt, daB die Funktion a’ nicht dieser Funktionenklasse 
E(K,/) angehort. In diesem Falle kann man nach dem obigen p=3 und 
g—=1 wahlen. Der Hauptsatz gilt also in diesem Falle mit m= max (3, 3) = 3 


3 
nach der obigen Bemerkung gehdrt also die Funktion a@ VY a—=a* nicht zur 
betrachteten Funktionenklasse E(K,/); daher auch, in Ubereinstimmung mit 
der Vermutung von EGervARY, die Funktion a’ nicht, da die Funktion a* aus 
derselben durch eine Substitution ensteht. Also enthalt der Hauptsatz auch die 
Lésung des Egervaryschen Problems. 


Endlich folgt aus dem Hauptsatz die Nichtrekursivitat der Funktion a Vv b 
als Funktion von a,m und 0b. In der Tat, betrachten wir die Klasse E(K, /), 


wobei A aus der einzigen Funktion x v z besteht, / aber die leere Menge 


bedeutet. Ware nun die Funktion x v z rekursiv, so gabe es wegen Satz | 
nichtnegative ganze Zahlen p und &, fiir die und fiir alle Werte der Argumente 
x, y, Zz die Ungleichung 


x VU z<max(3,x,y,2) Vk 
besteht. Also wiirden die Funktionenklassen A und / die Bedingungen des 
Hauptsatzes (mit diesem p und mit beliebigem g, etwa mit g=1) erfiillen. 
Nach der obigen Bemerkung gibt es also eine nichtnegative ganze Zahl m, 


so dafi die Funktion @ Ya von a nicht zur betrachteten Funktionenklasse 
ABS !) gehort. Dies ist aber unméglich, da wegen K = E(K, /) die Funktion 


xVz zur Funktionenklasse E(K,/) gehdrt, und die aisle av a daraus 
durch Substitution entsteht. 


(Eingegangen am 1. September 1952.) 
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PELWEHWE O/JHOK MPOBJIEMbI A. A. MAPKOBA, CBASAHHOM 
C PACIIPOCTPAHEHHEM MOHATHA SJIEMEHTAPHOM ®YHKUMM 


MW. BOPEURM (Ceren) 


(Pe3w Me) 


Hacrowmiaa CTaTbaA faeT pewenne mpo6nemb cTapneHHonw A. A. MapKoORbIM Ha 
fepsom Benrepckom Martematuyeckom Kourpecce b cBa3H C fOKNaqOM aBTopa. JTOT 
AOKAAL Ob MOCBALICH BbIACHEHHIO BONPOCa O KNacce AeMeHTAPHbIX yHKUMH HO KAACce 
(MpuMuTHBHBIX) pekypsnBHEIx byHKuMH. [log aneMeHTapHbIMH (byHKuHAMM CneAyeT NOHHMATb 
apuipmeTuyecknue (PpyHKWHH, COCTABeHHbIe H3 He3aBHCHMBIX NeEPEMEHHbIX H M3 LEAbIX NOAOKH- 
Te.IbHbIX NOCTOAHHBIX C MOMOLbIO KOHEYHOFO YHC a CAOZKEHHM, APHPMETHYECKHX BbIYHTAHHH, 
YMHOMKeHHH, apHdMeTHYeCKHX AeNeHHH, H COCTaBNeHHH CyMM uM MpopyKTos. Mbpi Ha3s0Kém 
30eCb apudMeTHYeCKOK byHKUHeH (byHKUMIO, HE3aBMCHMBIe MePeMeHHbIe KOTOPOK NpoberaroT 
HEOTPHUATEbHbIC WEbIe YHCa, M 3HAYCHHA KOTOPOM CyTb TakoKE HEOTPHUATeAbHbIe We.TbIe 
4uHCa; apHdpMeTHYecKOe BbINHTAaHHe eCTb ONepaunHA |x—y|, a apndmMeTH4eCcKOe emeHHe 
Oonepauns [x y]. Tlog pexypcuBHbimn dbyHKUHAMH MbI MOHHMAeM TEOPeTHKO-4HCIOBbIE (PPyHKUAH, 
COCTABAeHHbIe H3 NOCTOAHHOH O HW H3 *yHKuHH X-+- 1 KOHeYHBIM 4HCIOM MOACTAHOBOK (O6pa- 
3oBaHuA (PyHKUMH: OT (PyHKUHK) H peKypcHH opMbl 


\ pO, X, y, -- -) = a(x, y,.--) 
AOC ete Le Ae Vics <5) Se By Xp Verein as PAIL Xs Vane a =) de 


Kak 66110 yoxKe aBHO y3BeCTHO, BCAKaA JNeMeHTApHad (yHKUMA ABAeETCA PeKYPCHB- 
Hoi. Ha Nepsom Beurepcxom Matematuyeckom Kourpecce aptop nokasana, 4TO o6paTHoe 
yTHepskeHHe HEBEPHO, Beh HaNpHMep WyHKUKA MOAyYAaIOWaACH u3 BOSBEAeHHA B CTEMCHb 
TaKOM %Ke HTePalMeH KAKOK 9TO MOCHeAHeEe MOMyYaeTCA U3 YMHOXKEHHA HJIH YMHOXKEHHE H3 
CnOxwKeHMA, eECTb (pyHKUMA O4eBHAHO PeKypCHBHa, HO He aneMeHTapHa. B cBasH Cc 3THM 
MapkKoOB CTabu. CnefyroulHn BONpoc: 

IlycTb onpegenenue anemeHTapHOn tpyHkunn NOABepraeTcA CneAyoUeMy mognipuKauuio: 
BMCCTO CJIOKeHHA, aOCOAHWTHOTO SHayeHHA Pa3sHOCTH, YMHOXKCHHA H ue.10K yacTH YaCTHOrO 
WONyckaeTCA MpHMeHeHHE KOHEYHOFO YHCIa AHOObIX PEKYPCHBHBIX SyHKUHH, a BMECTO COCTAB- 
eHHA CyYMM M MpOMyKTOB MpHMeHeHHe KOHEYHOTO 4HCIa (pYHKUMOHA.IbHBIX onepaunii, no- 
CTPOCHHbIX H3 HEKOTOPBIX MHOObIX PEKYPCHBHBIX PYHKUNK Tak KaK CYMMA CTPONTCA 3 CIOKE- 
HHA a Npouspemenne v3 yMHOKeHHA. Bepuo-an, 4TO KAACC PeKYPCHBHbIX (pyHKUHK He 
MCuepnaeTcA aeMeHTAaPHbIMH (PYHKUMAMM flaxKe CCAM HCXOAMTh H3 YNOMAHYTOFO paculHpeH- 
HOrO NOHMMAaHHA ameMeHTapHOCTH ipyHKUMi ? 

OaHoBpemeHHO c MapkOBLIM JDrepBaPp4 BbIPAKHA MHEHHE, YTO CCIM M3 ONpe- 
fereHua aneMeHTapHEIX cbyHKUMH HCKNOYUTh OOPasoBaHHe MponsBezeHnit, TO nNOy4arouyAHicnr 
Knacc (byHKUMH He COMePKUT MaKe BOSBEEHHE B CTENCHD. 

B HacTtosmen pa6oTe AOKasbiBaeTCA OOULad TeOpeMa H3 eae cneayior npeano.10- 


wenui MapkoOna uw Orepwapn. Onpejeaum Preemie a Vv b cnenyrouteii ]BOHHON 
pekypcueii : 
a Vv b=b+1, 
41 a npn m= 0, 
aVO=—(;,0 npn m=1l, 
1 npu mz 2, 


™ m+1 


ayotimaV ayo 
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Onupasch Ha pesyabtat P. Metepa, sBadtoulnicd OGOGUEHHEM OAHOH TeOpeMbl 
AKKE€PMAaHAa, MOMKHO OKAsaTb CHeAyroulNe [Be TEOPeMbl. 

(1) Jaa a1060H pexypcHBHOH dyHKUHH a (C MPOHSKOABHbIM YHC.IOM MepeMeHHbIX) 
cyuyecTByloT Takne p H kK, 4TO 


Pp 
G(X, Vem ax oak Vie) Va 
(1A BCEX 3HAYCHHH X, y,... 
(2) Jax BcwKOH PekypPCHBHOH dyHKUHH AByX MepeMeHHbIX 7 CyUeCTBYeT TaKOM q, 4TO 
Jaa BCeX 3HAYeHHH X HY 


B(x, y) < max (3, x) Vv max (3, y). 

Nycrb tenepp K n / ane kaacch! apudMeTHYeCKHX PYHKUKK, NPHYeM 3.1eEMeHTHI / CyTb 
(pyHKUHH DByX MepemeHHbIx. O6osHaunm 4epes E(K,/) cambin y3kHi Kaacc dyHKUHH, O6na- 
Waroulw CneAywOUlHMH TPeMH CBOMCTBAMIT: 

1. KE (ecan a€ K, to a€E&). 

2. Ecan (byHkunsa v r nepeMeHHbIX HW YHKUHH G),..., P, S MEPEMEHHbIX KCe NPHHag- 
nexat E, To u 

¥ (F(X, wae hala eae, Pcl cigas ed Kolb es 
3. Ecan qbyHkuna g m060r0 4ncna (HanpHmMep 7-+1) nmepeme HbIX NPHHALAe*KHT 
E wv # npuxagnzexut J, To dyHKunA wv, ONpPemeneHHadA pekypcueii 
(0, Xpecn oy Xe) = (0, Xiy cc X) 
p(n +1, x1, .<.,X,) = F(p(a +1, X,..., X-), O(N, X, ---, X,)) 
TakKe npHHadnexut E. Hawy oOuyrw TeopemMy MOXHO Tenepb CopMyznpoRaTh TaK: 
Ecaw cyusectsyeT Takoit p, YTO 210 060K thyHkuHH a € K cymectsyet Taxol k, 4To 


Pp 
(XE), Ga) mak (See yee) Ny 
H @C.IM eCTb TaKOH g, YTO AAA 11060 dyHKUHNH f ET 


q 
&(x, y) < max (3, x) Y max (3, y), 
TO CyukecTbyeT TakKOH m (a HMEHHO Mm = max(p, g + 2)) M Ana AWOGOrO aneMeHTa W MHO- 
*KectBa dyHkunh E(K, /) cyuyectsyer taxon k, 4To 


O(Xj, <<<, X-) = max{S, X55 x) Uk. 


Teopema, AOKa3aHa apfopom Ha [lepsom Beurepcxom MatemaTn4eckom Kourpecce, 
MH pewenna npodemM MapkKoOBa H JDrePBaPH ABAAIOTCH YACTHBIMH Cay4aaMH ato 
donee O6uleH TeEOPeMbI. 


ON COMPOSED POISSON DISTRIBUTIONS, III 


By 
J. ACZEL (Debrecen) 
(Presented by A. Rényi) 


1. The present paper is a continuation of the paper of L. JANossy, A. 
Renyi and the author [1] and of the paper of A. RENy! [2]. By the methods of 
§§ 1—2 of the first paper we prove a theorem which continues the way 
opened by Theorem 1 of the second paper by leaving aside the “rarity” 
postulate B needed there. Thus we get the most general form of inhomoge- 
neous stochastic processes of random events (integer-valued Markoff-processes). 

The proof is based on the solution of a system of functional equations 
(2) where the number of equations is infinite. There might be some interest 
in the quite elementary character of the proof which avoids also the use of 
: generating functions. 


2. Our proof makes use of the well-known fact that the functional 
equation 


f(t, te) =S(t, b) +H (tr, te) 

(additive interval-functions) has the general solution 
St, b) = L(t.) —L(t,). 
As a matter of fact, putting 
Li)=f(t, 
(t, constant), 
S(t, tr) =F (to, b)—S(to, 1) = L(t) — L(t) 

follows immediately from the functional equation and, on the other hand, 
the function 
| f(t, tr) —=L(t,)—L(t) 
witi: an arbitrary L evidently satisfies the equation 

f(t, ts) = fit, to) +fhh, ts). 
This functional equation is the inhomogeneous analogue of CAUCHY’s 
equation. 
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3. We prove the 
THEOREM. Let the number of random events occurring during the time- 
interval (t,, t:) be independent of the number of events occurring during the 
time-interval (t;, t,) provided that t,<t,<t,<t,, and let wx(t,,t,) denote the 
probability of exactly k events occurring in the time-interval (t,,t,). Then 
Wo(t, f) = EF t)- LO, 


ll [G (t.)— CG (t))7 J 


welt eds ome ek (te) — L (ty) 
(1) k(t, b) rypt2ret.. thry=k j=l 15! 


(0=m(t,, 4) = 1] 
where C,(t) ({j=1, 2,...) are arbitrary functions such that pa (C(t) —C(4)] 
j= 


exists and is equal to L(t,)—L(t.). (General inhontogeneous composed Poisson 
distribution.) 


It might be remarked that the formula obtained in Theorem 1 of [2] is 
somewhat more special than (1). 


Proor. Evidently we have 


k 
(2) Wits, t) =D Wa-j(tr, &) Wi(te, bs), (k=0,1, 2,3,...;3454 St) 
joe) 


because if in the time-interval (f,, t,) there occur exactly k events, then either k 
events occur in the time-interval (¢,,¢) and no event in (f,%,), or kK—1 


events in (¢,,¢,) and one in (f,¢;), or ..., or else no event in (4,,¢,) and k 
events in (f,¢,). Also the formula 
(3) = W(t, f) = 1 


is quite evident. 

We shall prove that the general solution of the system of functional } 
equations (2) and (3) is the system of functions (1). 

It would be enough to prove (1) for k=O and then to apply induc- 
tion. But in order to show how the rather intricate formula (1) arises, and. 
to facilitate the induction, we shall consider in details the cases k=O, 1, 2, 3, 
respectively. 

For k=0, (2) gives 
(2.) Wo(t,, ts) == Wot, fr) Wo(te, ts), 


This equation shows that if w,(t,, t.) = 0 for some interval hoe t), then 
wa(t,, f.)==0 and hence by (2) we have also wx(t, ft.) =0(k = 0, 1,2,...), 
but this would be a contradiction to (3). Therefore we have w,(t,, ty) 0 fou 
all (¢,, ¢.) and hence 


log Wo(t,, f,) = log wo(f,, fa) + log wo(th, t,). 
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- Thus by 2 
(1 ) log Wo(ts, te) = L(t.) — L(t), 
). Wo ty fe) = eH Mle, 
[L(t) must be a decreasing function of t, as w,(t,,f,) <1] 
(2,) can be solved also directly by a method similar to that of 2. 
For k=1 we have 
w(t, t,) = w(t, t) W(t, ts) = is w(t, ty) W, (to, ts), 
or dividing it by (2,) 
w,(t,, ts) ime Wilt, 4) , Wille, ts) 
Wo(t, ts) W(t, to) Wo (te, t) ; 
Thus by 2 and (1,) we obtain 


Wi(t,,f) 
wo(t, : tr) —_~ C, (t,) ~—_ CG, (4), 


(1) Wi(h, fy) = e* @)-? OIC, (4)—C.(4)].- 
[C,@ must be an increasing function, as w,(t,, t) = 0. 
For k= 2, (2) gives 
We(t,, ts) = W(t, be) Wo(te, ts) + Wi(h, f) Wi(te, ts) + Wo(t,, 4b) We(t, b), 
or if we divide it again by (2,) and take (1,), (1,) into account, we get 
Fay wr ty TCC] [C(t —C.)] + BE, 
that is, 
Witt) [GG@)—CAH)P  21A@)—CA)] [(A@)—CA()] 
W(t, ts) a4 2 
_ eae ta _ Wo(t,, fo) [C, (4) —Ci(t)P Si Wo(to, ts) 


— W(t, f) z Wo(ty, ts) 
— [C.)— CF 
Z 


Let us put 


w(t,,4)  [Ci(t)—C)P 
T(t, t) = wo(t,, ts) Se al al ay: Sana 


then the last equation may be written in the form 
f(t, t) =S (t,t) + f(t, 6) whence f(t, te) = Ca(t) — C.(h). 


Hence we find 


(1,) W(t, te) — pity) Ltt) Cie Cul) ADEs , 
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For k=3 we have 
Wa(ty, ts) = W(t, fo) Wo (te, ts) + Welt, be) Wi (te, ts) + Wilh, fe) We(te, ts) + 
+ W(t, to) Ws(to, ts), 
or [using (2), (ly), (1,) and (1.)]: 


w,(t,, ts) Sus w,(t,, to) \ ie [C,(t) —C,(t4,) P Re C. ” 
w(t, ts) We W(t, f) 2 | Co(t2) — Co(th) + 2 [C. (4) (t.)] + 


(ts) — Ci (to) P | s(t, f. 
+16) —Gie)]| G)— Ge) + G@SOWE | mitt 
If we put 
f(t, t) = ie =) (C.Q=CHlMuGt)—Gil— {ol ae 


then we get 
f(t, t) =S(t, te) +f(t, ts) whence f(t, t.) = C;(4)—C,(t), 
and thus 


W3(th, te) =e) -“) 1C s(t) — Catt) + [Ci (fe) — Ci(t)] - [Ca(42) — C(t) ] + 


ue _(@—CP | 
Kh fe 
(10), (11), (12), (13) are giving the result (1) for k=O, 1, 2, 3. 

The proof of (1) can be finished by an induction on k which is the 
straight continuation of our above considerations and which follows exactly 
the same lines as that in § 2 of [1]. 

Similarly, also 


Lit) —L(t) = pS (C(t) —C,(1)] 


can be proved from the formula 
(3) a wits) =I 

— 
just as the respective fact in [1], § 2. 

4. In general, most of the considerations of §§ 1, 2 in [1] remain valid 
if we substitute 
wilt, t) for W,.(t,—t,) = W,.(t) 
Cilto)—C(t) for cx: (te—t) cet etc. 


Also in our non-homogeneous case an ordinary Poisson distribution 
can be derived for “rare” events. Here the rarity postulate is 


. 1—w(t,, fo) 
lim ——— =0, 
to—> t, u(t,, t,) 
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from which 


or(t ) t,) 
Hare ORCA pee (k> 1) 
follows by (3) and by 
O=x(t,6) = 1. 
[vx(¢,, f) is the probability of exactly k rare events occurring in the time- 
interval (t,, f.).} 
Just as in [1], § 1, we find 


(4) Vk (t, . to) — ef (ti)— C(t) aC 0) 


(inhomogeneous ordinary Poisson distribution). 

As A. RENny! has observed ([1], p. 87), in the case of an inhomogeneous 
ordinary Poisson process the inhomogeneity is not essential, as it can be 
eliminated by a change of the scale of time (putting t/— C(t,)—C(f,) we have 


rk 


—— en a homogeneous ordinary Poisson distribution), — while in the case 


of inhomogeneous composed Poisson processes this is in general not pos- 
sible: they are “genuinely” inhomogeneous. — 

On the other hand, inhomogeneous composed Poisson processes can be 
composed of inhomogeneous ordinary Poisson processes just as in the case 
of homogeneous processes. In fact, comparing (1) with (4) we have 


wm(hija)—= 2D (th, te) v(t, tr)...0@(t, te) LT oP (th, te), 
¥ +2 Tot er r= k j=k+1 
where 


(t,, t) =e - 4). ane CCT 


that is: also the most general inhomogeneous Markoff process of random 
events is the sum of an infinity of independent ordinary Poisson processes, 
the k-th process consisting of the random occurrence of k-tuples of events; 
— in accordance with the remark of A. N. KoLmocororrF ([1], p. 211). 


(Received 8 September 1952) 
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OBOBLLIIEHHbIE PACIIPEJIEJIEHHA THMA MYACCOHA, Ill 
A. ALIEJI (e6peuex) 


(Pe3W Me) 


Ecan w;,(t,, t,) BePOATHOCTb TOTO, YTO HEKOTOPOe COObITHE NPOKZOKAET B NPOMe*XKYTOK 
BpemenH (¢,, f,)k pa3, H MpeANonOKHM, 4YTO 4HCIA COObITHH, NPOHCXOAAWIHX B HeENepeKpbi- 
BalWOWHeCH MPOMOKYTKH BPe€MeHH, HC3aBACHMbI, TO 


k ities ry 
Wilt, te) =e L ()- Li) Da Fp. 


ry t2tyt..+hrp=k j=l is 
L(t)— L(t) =— > [Cu(t.) — Cit) (0 < w(t, ty) < 1). 
k= 1 


PesyabtTaT nOny4aeTCA PeleHHeEM CHCTeMbI YHKUHOHAIbHBIX yPaBHeHHh : 


k 
Welty, t= IS" wy(ty, te) Wi; (te, ts) 
jp=0 


a 
> Welty, 2) = 1. 
k=0 


ON FULLY DECOMPOSABLE ABELIAN TORSION GROUPS 


By 
A. KERTESZ (Debrecen) 
(Presented. by L. Répe1) 


§ 1. Introduction 


A group is said to be fully decomposable, if it can be represented as 
the direct sum of directly indecomposable groups, the latter being groups 
which do not decompose into the direct sum of two of its proper subgroups. 
As we know that among the abelian torsion groups only the groups C(p”) 
(0 = m Soe) are directly indecomposable ([3], [6]'), the fully decomposable 
abelian torsion groups are those which are direct sums of cyclic and quasi- 
cyclic groups.’ A criterion for abelian torsion groups to be fully decomposable 
was kown so far only for the enumerable case, in the form of a theorem of 
PRUFER [5] (see Corollary 6 in § 4 of the present paper). In what follows | 
shall give a criterion for abelian torsion groups of arbitrary power to: be fully 
decomposable (§ 2). This criterion is the generalization of a former result of 
mine, stating when an abelian p-group of arbitrary power is the direct sum of 
cyclic groups [2]. Generalizing this result from a different point of view, 
L. Fucus obtained recently valuable new results on groups decomposable 
into the direct sum of cyclic groups [1]. L. Fucus generalized the criterion 
of [2], by giving a condition based, instead of the height of group elements, 
on their “relative order’, the latter being closely related to the order of group 
elements. On the other hand, both the criterion of [2] and that of the present . 
paper are based on the concept of the height of group elements. The crite- 
rion in [2] reads as follows: An arbitrary abelian p-group is the direct sum 
of cyclic groups if and only if the group contains no element of infinite - 
height and there exists a principal system of elements in the group. In the 
present paper I show that if the ‘concept of elements of infinite height is 
split in a suitable manner into that of elements of oufer resp. inner infinite 
height, then — with unchanged definition of principal system (see § 2) — 
the same criterion holds for an arbitrary abelian p-group to be the direct 


1 The numbers in brackets refer to the Bibliography given at the end of the paper. 
2 For notation and terminology see the next two paragraphs. 
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sum of cyclic and quasicyclic groups, provided that the term “element of 
infinite height” is replaced by ‘element of outer infinite height”. (See Theorem 
in § 2.) Since an abelian torsion group is the direct sum of uniquely deter- 
mined p-groups, our theorem evidently solves the problem in question for 
arbitrary torsion groups too. From this criterion we can easily deduce several 
corollaries (§§ 3, 4) which are partly new and partly well-known theorems. 
In the proof of Corollary 1, | am indebted for an important idea to L. FUCHS 
(see ‘). It may be mentioned that the present paper can be read without 
knowledge of [2]; the proofs are very simple, making use only of the best 
known fundamental concepts of group theory. 

The notations and terminology used are the following. By capital letters 
we denote groups or some systems of group elements, by the letters 
x,a,b,...,g group elements, while the other small Latin letters are reserved 
for rational integers, in particular p for a prime number. The Greek letter 
may range over an arbitrary (not necessarily ordered) set of indices. In what 
follows, by a group we shall mean always an additively written abelian group 
with more than one element. A subgroup generated by the elements a, 6,... 
of a group is denoted by {a, 6,...}. A group every element of which is of finite 
order, is called a torsion group. \t is well known that a torsion group may be 
represented as the direct sum of its uniquely determined primary components, 
each of which is a p-group, i.e. a group containing only elements of 
p-power order. We denote the order of a group element a by O(a). The 
height in G of an element a of the p-group G is defined as follows. An 
element a +0 of the p-group G is’said to have the height h— H(a) if the 
equation p*x =a is solvable in G for n=A, but not for n>A. We define 
H(a)=- if p"x—a has a solution x€G for each natural number n. We 
emphasize that H(a) is defined only for a +0,° An important réle is played 
in our investigations by the concepts of elements of inner resp. outer infinite 
height. We say that an element a with H(a)— oe. of the p-group G is an 
element of inner infinite height if p'x—a has a solution x€G of infinite 
height for each natural number ¢. In the contrary case, when there exists a 
t for which p'x =a admits only solutions x€G of finite height, we call a an 
element of outer infinite height. We remark that if G is the direct sum of its 
subgroups B,, Bo, ...and g== 6, + b,+-... (6,€B,), then evidently H(g) = H(6,) 
(v¥=1, 2,...) holds. 

The elements a,,..., @ of the group G are called independent if. 
ra,+...+- fan O0 implies r,a,=...=f,d,—0. An arbitrary set S of ele- 
ments of G is independent, if every finite subset of S is independent. The 
independence so defined is therefore a property of finite character and, con- 


° By the height of an element g of G we always mean the number H(g) defined 
above, i.e. the height refers always to the whole group G, even when an element is, for 
the moment, considered as an element of some subgroup of G. 
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sequently, by virtue of ZoRN’s lemma (or the equivalent lemma_ of TUKEY), 
every subset R of G contains a maximal independent system S. lf R—G, 
we call S a maximal independent system of G. We denote by C(p”) in the 
case m<ooe the cyclic group of order p”, and in the case m—oce the group 
of type (p”) or quasicyclic group, i.e. the group {a,,@,...} defined by the 
relations 


(1) a,=-0, pa,=0, pa—=a,, . 


§ 2. The main criterion 


We recall the definition of principal system in [2], on which our fol- 
lowing theorem is based. 


DEFINITION. A maximal independent system P,of the abelian p-group 
G will be called a principal system of G, if no element of P can be 
exchanged for an element of a greater height of G without violating the 
independence of the system.* (Of course, elements of infinite height are con- 
sidered to be of a greater height than any element of finite height.) 


REMARK. Each element of finite height of a principal system P is of 
order p, for an element a€P of order p* (k>1) would be exchangeable for 
the element p*-'a of greater height. On the other hand, an element on infinite 
height can obviously be exchanged for an element of order p. Consequently, 
in what follows we may always assume that a principal system contains only 
elements of order p. 

Now we state the following 


THEOREM. An abelian p-group G is fully decomposable — i. e. it decom- 
poses into the direct sum of cyclic and quasicyclic groups — if and only if 

1) G contains no element of outer infinite height and 

2) there exists a principal system of elements in G. 


PROOF. The necessity of conditions 1) and 2) can easily be verified. In 
fact, let us suppose that G is the direct sum of cyclic and quasicyclic groups 
C,. Then 1) obviously holds. In order to prove the validity of 2), we choose an — 
element a, of order p from each direct summand C, of G. We show that 
the set of all a,’s is a principal system P of G. Indeed, P is a maximal 
independent system in G; moreover, for an arbitrary element 0€G of order 
p* a relation of the form 
pe b=7,a,+...+ indy 
holds (with a suitable notation for the elements of P), showing that a,,..., a, 
are the only elements of P-one of which can be replaced by 6 without 
violating the independence of the system P. Since H(b) = H(p''6) = H(ai) 
(i=1,...,2), no element of P can be exchanged for.an element of a greater 


height of G. 


15* 
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In order to prove the sufficiency of conditions 1) and 2), let us consider 
an arbitrary abelian p-group without elements’ of outer infinite height and 
containing a principal system P. If a, is an element of infinite height of P, 
then from 1) we infer the existence of an infinite system of elements 
aS, a®,... in G, such that 


yas 


pay 


a,, pa? — a’, eee 
hold. Then (see (1)) 
(ai, ay, ...} =Co=Co(p") (nee 


is a quasicyclic subgroup of G containing a,. On the other hand, if for an 
element a,€P ne 


H(a,)=h, < « 
holds, then we determine an element c,€G such that 
(2) pce). 
In this case let 
{Cv} = Cy = C.(p») (m, =h, +1). 


Now we state that G is the direct sum of the groups C,. As a matter of 
fact, the independence of the system P guarantees that the subgroup D of G 
generated by the C,’s is the direct sum of these groups: 


D=>C. 

Therefore only the fact D—G remains to be proved. 

Before proving this, we make the following remark: A relation 
(3) pg=d,+...+dn (géG, déeC) 
implies d.= pd; (d;€C,,i=1,...,m). For let us suppose the contrary. Then 
there exists a relation 
(4) pe =f, +... 45iee (g*€G) 
for which pyr; (j=1,...,k). In fact, each d; in the right member of (3) 
which can be expressed in the form d;=pd; (d;¢€C;) — and for a quasi- 
cyclic C; this is always the case — disappears by introducing g’—g—d;. 


Now, among the elements a,,...,a, corresponding to the elements c,,..., cx 
_ in (4) let a, be one of maximal height: 
~h, = H(a,) = H(a,) (U=1,.°.,4kn 
Thus, by virtue of (2); (4) implies 
a’ = pt! p* 7,4, +... 


This means, however, that the element a, of P can be exchanged for an ele- 
ment a’ with H(a’) > H(a,), without violating the independence of the system. 
This contradicts the principal property of the system P. 


ON FULLY DECOMPOSABLE ABELIAN TORSION GROUPS 229 


Now suppose that D is a proper subgroup of G. Then there exists an 
element @€G such that 


(5) £€D, pgeD, 

i.e. a relation (3) holds. Thus d;= pdt (d/€C,,i—1,.. ., mM) and so we have 
P(g—d\—...—d,,)=0. 

Therefore 

(6) g = g—d—...—d,, 


— as an element +0, see (5) — is an element of order p, and consequently, 
by the maximal property of the system P, g’ is a linear combination of some 
a,'s, i. e. g’€D. Hence (6) implies g€D which contradicts (5), completing 
the proof of the Theorem. 


§ 3. Abelian torsion groups in which the heights of the elements 
of finite height are bounded 


As the first application of the Theorem in § 2 we obtain the following 


COROLLARY 1. Jf in an abelian p-group G the heights of the elements 
of finite height are bounded, then G is fully decomposable, i. e. G is the 
direct sum of cyclic and quasicyclic groups. 


Proor. At first we show that a p-group G in which the height of any 
element of finite height is =A (< ), cannot contain elements of outer 
infinite height. In fact, if a@ is an arbitrary element & infinite height of G, 
then there exists an y€G for which 

PRB =—p (py) =a 
holds. Therefore the equation p*x=a has a solution x—p"*'y of infinite 
height in G (for each natural number n), p**!y being obviously an element of 
infinite height. 

Now, we construct a principal system in G. Consider a maximal inde- 
pendent system of elements of infinite height in G, extend this system to an 
independent system by adjoining a maximal system of elements of height 4, 
then by adjoining a maximal system of elements of height A—1, and so on. 
The set of elements thus obtained is obviously a principal system in G. 

The following generalization of the concept of height enables us to extend 
Corollary 1 immediately to arbitrary torsion {seniee: Let a be an arbitrary 
element of the torsion group G, and O(a)= p\'...p;’ (pi,..., Pr are distinc 
primes and s,,..., S, >0). us there exists a patil number n, among the 
integers of the facnt n=pi...p," (t2=0) for which the equation nx—a 


- 4 ] am indebted for this idea to L. Fucus. 
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has a solution x€G, then we say that the element a is of height 1. In the 
contrary case we call a an element of infinite height.’ 
By making use of this definition, from Corollary 1 we are led at once to 


CorOLLarY 2. /f the heights of the elements of finite height of an abelian 
torsion group G are bounded, then G is fully decomposable, i.e. G is the 
direct sum of cyclic and quasicyclic groups. 


An immediate consequence of Corollary 2 is the following well known 
theorem : 


CoROLLARY 3. Jf every element (+0) of an abelian torsion group G is 
of infinite height, then G is the direct sum of quasicyclic groups. 


§ 4. Further applications 


A theorem of KuLikov [4], [2] is generalized by the following 


COROLLARY 4. An abelian p-group G is the direct sum of cyclic and 
guasicyclic groups if and only if 

1. G contains no element of outer infinite height, and 

2. G is the union of a countable ascending chain 


(7) 1 Sone SARE 


of its subgroups A, such that, in each A,, among the elements of finite 
height there exists an element of maximal height h,. 


Proor. The necessity of conditions 1. and 2. is evident. In order to 
prove their sufficiency, we construct in G a principal system as: follows. 
Choose a maximal independent system of elements € A, of order p and of 
infinite height (‘“oo-layer’’), adjoin a maximal system of elements € A, of 
height f, (‘‘A,-layer’”’), then one of height 4,—1(‘“h,—1-layer’’), and so on, 
such that the resulting system P, shall be a maximal independent system of 
A,.* In an analoguous way we extend P, to a maximal independent system 
P, of A, by adjoining a maximal ‘“oo-layer”, then a maximal “A,-layer” and 
so on. We proceed likewise in constructing successively the systems 
P,, P,,..., each P, being a maximal independent system of A,. Now we 
assert that the union P of all systems P,, P2,... is a principal system in G. 
Clearly, P is a maximal independent system of G, and the elements of P 


are all of order p. Hence for an arbitrary element g¢€G of order p* a re- 
presentation 


(8) Dg =nat+...4+0ndn 
5 We should like to call the reader’s attention to the fact that in the case of p-groups 


this definition of height does not accord with that given in” § 1, but for elements of infi- 
nite heights the two definitions coincide. 
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holds, a,,...,a@, being suitable elements of P, ordered so that 
(9) a;€ A,» implies a;_.€ A» (See is (= 1) 
Equation (8) means that a,,...,a, are the only elements of P one of which 


may be replaced by g without violating the independence of the system P. 
Therefore it is sufficient to show that 


(10) h—H(p'"g) = H(a) (fae leer) 
for, by H(g) = H(p*"g), (10) implies H(g)=H(a)) (i=1,...,n) which 
proves that P is in fact a principal system of G. 

Suppose (10) is not true and let 
(11) H(ai) < h = H(aist) (oe eer a 
Then, by (8) and (9), the element 

2 =P Bo — (Fe Ginr +... + Qn) — ra, +... +7:0;€ An 

with H(g’) = h> H(a,) (see (11)) may replace the element a;¢P,, without 
violating the independence of P,,, which contradicts the maximality of the 
H(g’)-layer of Pn, qu.e. d. 

An immediate consequence of Corollary 4 is 


COROLLARY 5. A countable abelian p-group is the direct sum of- cyclic 
and quasicyclic groups if and only if it contains no element of outer infinite 
height. 


For a countable abelian p-group is the union of a countable ascending 
chain of finite groups. 

Corollary 5 is only another formulation of the following theorem of 
PRUFER [5]: 


CorOLLary 6. A countable abelian p-group G is the direct sum of cyclic 
and quasicyclic groups if and only if each element of infinite height of G is 
contained in a subgroup C(p”) of G. 


(Received 26 September 1952) 
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O TIOJHO PA3JIOXKUMbIX MEPMOAUYECKMX ABEJIEBbIX FPYNMAX 
A. KEPTEC (fle6peuen) 


(Pesw me) 


Astop, o606ujan OHH H3 CBOHMX NPEXKHHX Pe3yAbTATOB, AOKASbIBAaeT CNepyrolllyto 
Teopemy : 7 

AGenesa p-rpyntta APOH3BOAbHOK MOUIHOCTH ABIACTCA NPAMOK CyMMOH NPAMO-HEpa3- 
JO*KHMBIX aG6eneBblx rpynn TOrAa HK TOAbKO TOrMa, CCAM OHA HE COMEPXKUT SMEMEHTOB BHELIHO- 
Oe€CKOHEYHOH BBICOTHI, H OOnaaeT MAKCHMANbHOH HE3AaBHCHMOH CHCTEMOH 92sIeMeHTOB, HH 
OQHH W3 KOTOPbIX He MOMKET ObITb 34MCHECH SNEMCHTOM OONbUIeEH BBICOTHI 6e3 HapyWwieHHaA 
HesaBuCHMOCTH. (Ilo a1eMeHTOM BHELUHO-GECKOHEYHOK BbICOTHI CrefyeT MPH 3TOM MOHHMATb 
aneMeHT GeCKOHEYHOH BbICOTHI, AA KOTOPOrO ypaBHeHHe p‘x =a, rne f>O0 ects nosxons- 
mee WENO 4HCIO, AONyCKaeT TOMDKO PelueHHA X KOHC4YHOH BBICOTHI ) 

Wz asTOM TeOPeMbI AerKO BLIBOAUTCA PAL TeEOPeTHKO-rpynnoBbix TeOpeM. 


CONTRIBUTION TO THE THEORY OF SEMISIMPLE RINGS 


By 
L. FUCHS (Budapest) and T. SZELE (Debrecen) 
(Presented by L. Répei) 


§ 1. Introduction 


In the theory of semisimple rings (i. e. rings with minimum condition 
on left ideals and without nonzero nilpotent left ideals) the most important 
theorem, due to WEDDERBURN—ARTIN, states that a ring R is semisimple if 
and only if it may be represented as the direct sum of a finite number of 
minimal (and non-nilpotent) left ideals.' In the proof of the necessity of this 
condition an important step is the demonstration that* every left ideal L of R 
contains an idempotent generator e, that is, L—Re holds with e-—e. This 
is equivalent to the fact that each left ideal L of R has a right unity, i. e. 
an element e such that xe—x for every x in L. (See Lemma | below.) Now 
the question arises as to whether there exist other rings too with this property. 
In this note we intend to show that the answer to this question is negative: 
the rings every left ideal of which contains a right unity coincide with the 
semisimple rings (Theorem 1). Hence it will result that the following four 
.statements concerning a ring R are equivalent: 

(i) R is semisimple, 

(ii) every left ideal L of R contains an idempotent generator, 

(iii) every left ideal L of R possesses a right unity, 

(iv) R is the direct sum of a finite number of minimal (and non-nil- 
potent) left ideals. 

This result will enable us to get a deeper insight into the structure of 
semisimple rings; indeed, we shall see that, in the derivation of (iv) from 
(i), the hypotheses (the minimum condition on left ideals and the absence of 


1 See e. g. [1], [2], [3] or [7]. (The numbers in brackets refer to the Bibliography 
given at the end of this note.) 

2 See e. g. [2, p. 28]. In certain discussions this is stated only for minimal left ideals 
L of the ring. (Minimal means that minimal in the set of all nonzero left ideals of the 
ring.) — We note that for the sake of uniformity the left ideal (ring) consisting of a single 
element 0 will also be regarded as a left ideal (ring) with unity. 
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nonzero nilpotent left ideals) are necessary only in the proof of (ii), while 
there is no further need of them in deriving (iv) from (ii) or (iii). 

Next we shall consider rings every left ideal of which is assumed to 
have a left unity rather than right unity. It is interesting that in such rings 
a left unity of a left ideal L is at the same time a twosided unity. Hence 
thése rings are again semisimple; moreover, it will turn out that they may be 
characterized by the property of being the direct sum of a finite number of 
skewfields which are twosided ideals of the whole ring (Theorem 2). 

Our final problem to be discussed here consists in determining all rings 
every subring of which possesses a left (or right or twosided) unity. We shall 
show that a ring R enjoys this property if and only if it is the direct sum of 
a finite number of rings (twosided ideals of R) each of which is isomorphic 
o a subring of the algebraic closure Pp, of the prime field P, of prime cha- 
racteristic p,. Sucha ring is obviously a field,* namely, an absolutely algebraic 
field‘ of characteristic p;. Therefore, a ring with the mentioned property is 
necessarily commutative, and is finite or enumerable. Conversely, for each 
cardinal number c =, there exists at least one ring of power c every sub- 
ring of which contains a unity. 

Finally, let us mention that the results of this note may be enumerated 
also as follows: 

(1) every left ideal in a ring R has a right unity if and only if R is the 
direct sum of a finite number of complete matrix rings (over some skewfield), 

(2) every left ideal in R has a left unity if and only if Ris the direct 
sum of a finite number of skewfields, 

(3) every subring in R has a left unity if and only if R is the direct 
sum of a finite number of special fields; these fields are absolutely algebraic 
modular fields.‘ 


§ 2. A characterization of semisimple rings 


First we prove the equivalence of conditions (ii) and (iii) stated in § 1. 


Lemma 1. A left ideal L of an arbitrary ring R is generated by an 
idempotent element e, L== Re, if and only if L has a right unity. 


The necessity of the condition in this lemma is evident in view of the 
fact that the idempotent generator e itself is a right unity for L. In order to 
establish the sufficiency, let e’ denote a right unity of the left ideal L. Then 
Re’SL. On the other hand, LOR implies L=Le’&Re’ whence L—Re’ 
follows, indeed. ° 


3 We refer to Corollary in § 4. 

4 By an absolutely algebraic field we mean an algebraic extension of a prime field. 
We shall call a field modular if its characteristic is a prime number. 

5 We remark that we have in addition proved that L—L’e’ for each left ideal L’ 
of R containing L. 
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In the further course of this section we shall suppose that the ring R 
is a non-trivial ring in which every left ideal possesses a right unity. Then, in 
particular, R itself has a right unity, further, it is evident that R can contain 
no nilpotent left ideals other than.0 (i. e. its radical is the zero ideal). 

In such rings R we have the following simple but fundamental lemma. 


LEMMA 2. /f L and L, are left ideals of R such that L,CL, then there 
exists a direct decomposition 
L= L, “ L, 
for some suitable left ideal L, of R. 


In fact, denoting by e, a right unity of L,, we have the Peirce decom- 
position 

| x= xe,+ (x—xe,) - (x €L) 
where xe,€L, and the elements x—xe, form a left ideal L, of R, ‘contained 
in L. Since L,e,—=0O, the decomposition of L into LZ, and L, is direct. This 
establishes Lemma 2. ; 

Now let M, be a maximal left ideal of R, different from R. By Zorn’s 
lemma, such an M, necessarily exists, for the proper left ideals of R may be 
characterized by the property of containing no right unity of R. Then, by 
Lemma 2, we have 

R= L, +, 
for some nonzero left ideal L,. If M, is different from the zero ideal, then 
let M, be a maximal left ideal of R properly contained in M,. Apply again 
Lemma 2 to get M,—L,+M, where L,=-0 is a left ideal of R. Thus 
proceeding, we conclude 
R=L,+L,+M=—1,+L,+L,+M;= 
where each L; (i= 1, 2,3,...) is a left ideal of R. This process must termi- 
nate after a finite number of steps, for in the contrary case the ring R would 
contain the infinite (discrete!) direct sum 
R’=L,+L,4+-L;+. oa 
which is a left ideal in R, but can contain, of course, no right unity. There- 
fore we have 
(1) R=L4L4--+L, (Li 0) 
for some natural integer n. 

The left ideals L, in (1) must be minimal in R, for if not, then there 
would exist a left ideal L’ with® OC L’ cL; for some i, whence M;cM;+L'c 
cM;+L;—M-.1, contrary to the choice of M; in Mi. (we have put M,= R). 
Consequently, R is the direct sum of a finite number of minimal left ideals 
whence (iv) is proved. This completes the proof of 


6 The sign C is used to denote proper inclusion. 
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THEOREM 1. A ring is semisimple if and only if every left ideal of it 
has a right unity.’ 


§ 3. Rings in which every left ideal has a left unity 


Now we are going to examine how our result in § 2 modifies if we 
assume the presence of a /eft unity, instead of a right unity, for the left ideals 
of the ring. First of all we show: 


Lemma 3. /f in a ring R every left ideal has a left unity, then this left 
unity is a twosided unity. 


Let L be an arbitrary left ideal in FR and e’ a left unity of L. Then we have 

the Peirce decomposition 

x = xe’+ (x—xe’) (x € L). 
_The set of all x—xe’ with x€Z is a left ideal L’ in R, hence it contains a 
left unity y—ye’. Thus we have 

x—xe’ = (y— ye’) (x —xe’) = y(x—xe’)— ye’ (x — xe’) = 
= y(x—xe')— y(x— xe’) = 0 

for each x—xe’ €L’, e’ being a left unity of L. Therefore we conclude that 
x= xe’ for each x€L, i.e. e’ is a twosided unity in Z, q.e.d. 

Now let R be a ring in which every left ideal his a left unity, or, what 
is by Lemma 3 an equivalent hypothesis, every left ideal contains a (twosided) 
unity. Then, by Theorem 1, it follows that R is the direct sum of a finite 
number of minimal left ideals S,: 

(2) R=S,4+S54+.-+8, (S; + 0). 
It is easy to see that the left ideals S; are twosided ideals in R. Indeed, if 
e=C: +@+---+én (e:€S;) is the unity of R, then for an arbitrary a,¢S; we 
have 

a; = aye = aye, + --- + ae: +--+ + Aen 
whence (2) implies 
a; if i==k, 
0 i Tek. 
Therefore e; is a right and hence, by hypothesis, a twosided unity in S;, so that 
we obtain 


aye, = 


0;Q;, = ai(€, ax) = (a: )Qr =O for i = k, 


S'S, =0 for i+ k. 


7 It may be noted that a similar problem on rings with unity has been solved by 
J. von Neumann [5]. He has proved that every principal left (or right) ideal in a ring with 
unity has a right (left) unity if and only if the ring is regular in the sense that for each 
a there is an x such that axa=—a, 
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Consequently, (2) is a decomposition of R into the direct sum of the twosided 
ideals S; which are minimal as left ideals of R. Since a left ideal of S; is 
at the same time a left ideal of the whole ring R, we infer that S; contains 
no non-trivial left ideals, i. e., S; is a skewfield. 

On the other hand, it is obvious that the direct sum R—= §,+S.+.-- +S, 
of n arbitrary skewfields contains 2" left ideals each of which is the direct 
sum of some of the skewfields S;. Hence any left ideal in this ring R has 
a (left) unity and we are led to the following result. 


THEOREM 2. /f every left ideal of a ring R has a left unity, then R is 
the direct sum of a finite number of skewfields, and conversely: if R is the 
direct sum of a finite number of skewfields, then every left ideal in R has a 
unity. 


§ 4. The presence of a unity in every subring 


This section is devoted to proving the following 


THEOREM 3. /f every subring of a ring R has a left (or right) unity, 
then R is the direct sum of a finite number of fields F; each of which is an 
absolutely algebraic modular field. Conversely, if R is the direct sum of a 
finite number of such fields F;, then every subring of R has a (twosided) unity. 


Simultaneously we shall obtain the following corollary which also seems 
to be of some interest. 


Coro.iary. Every subring =-0 of a skewfield S is again a skewfield 
if and only if S is an absolutely algebraic field of prime characteristic. 


For the proof, let us assume that R is a ring every subring of which 
has a left ufity. Then, by Theorem 2, we have a direct decomposition 
(3) R=F,+Fi,+---+Fn 
where each F; (i=1,2,...,2) is a skewfield. F; must have a prime charac- 
teristic p;, for a skewfield of zero characteristic contains a subring isomorphic 
to the ring of even integers and this ring has no left unity. Moreover, each 
element x of the skewfield F; is algebraic over the prime field P, of F;, for 
if x¢F, were transcendental over P,, then the ring of all polynomials of x 
with coefficients in P, and without constant term would be a subring of 
F; without left unity. Hence, by an important theorem of N. JACOBSON,’ the 
skewfield F; is commutative. Consequently, F; is an absolutely algebraic field 


8.Cf. e. g. Szee [6]. — That S; are skewfields follows also from the known result 
that if R has zero radical then L = Re is a minimal left ideal in R if and only if eRe is 
a skewfield. (See, for example, [2, p. 36].) For completeness we prefer to give here an 


independent proof. 
9 See Theorem 8 on p. 701 in [4]. 
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of characteristic p;. Thus the necessity of the condition in the above theorem 
and in the corollary is proved. 

In order to show the sufficiency, let 7 denote some subring of the 
algebraic closure P, of the prime field P,. Each element t€7 generates a 
finite ring P,[t] over P,. Since P,[t] contains no divisors of zero, it is a 
field. Consequently, P,{¢] and so a fortiori 7 contains f ' which proves that 
T is a field. This establishes the corollary. 

Finally, let R be a ring of type (3) where every component F; is a sub- 
ring (i.e. a subfield) of a field P,. Let U be some subring of R and wu an 
element of U with a maximal number k of nonzero components a; (a; € F;). 
As the numeration of the direct summands F;, is irrelevant, we can put 

u=a,+a,+--- +a (@,, @e,«.-, Qx+-0; az€ Fy, 

Now take into account that, for a suitable natural integer m;, we have a/*=e; 
(i= 1,2,...,), and this implies the existence of a natural integer exponent m 
such that 

u™ == 0, +e. ++ +& 
where e; denotes the unity of the field F; ((=1,2,...,k). Considering that 
u"€U is the unity of the direct sum F,+-F,-+---+F,, u™ will certainly be 
the unity of U if we shall have established the inclusion relation 

OS Fi+ Fy? Fy. 
For, let us suppose the contrary. Then, with a suitable notation, U contains 
an element 


V=6b,+6,+ -+-+ Oni +--: (6: € F.) 
with 6.4: 0. But in this case the element 
u+(v—u"»v) 


belongs to U and has more than k nonzero components. This contradiction 
completes the proof. 


(Received 13 November 1952) 
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K TEOPUHO MOJIYMPOCTbIX KOJIEU 
Ji. ®YKC (Byaanewr) u T. CEJIE ({e6peuen) 


(P e310 Me) 


Kak H3BeCTHO, JeBbIe HAeatbl NOAyNpocToro KOAbUA MOFyT ObITb NOPO*KAeHbI HeM- 
NOTECHTHbIM 3JEMEHTOM, HIH, YTO TO KE CaMOe, HMCIOT MpaBbIH CAHHHYHbIN 37eMeHT. MooKHO 
CNPOCHTb, CyLIECTBYIOT-1IM TakoKe Apyrve KOMbUa C 9THM CBOMCTBOM. ABTOPbI AOKa3bIBalOT, 
4TO TakHX ApyrHx KONeL HET: TOAbKO ANA NOAyNpOcTHIx KOMeL BEPHO TO, 4TO BCe eBbIe 
Haeatbl O6MaaIOT NPaBbIM EAHHHYHbIM 3CMEHTOM. 

B panbHewwem ucCnenyoTCA KONbUa, B KOTOPbIX BCe NeBbIe HAeaTbI OONafaloT 1eBOK 
equHuuen. OxaspipaeTcs, 4TO TOrMa NeBad eAMAMUA ABAAeTCA HEOOxOpHMO HM NpaBow. Konpua 
C 3THM CBOWCTBOM COBNMAafalOT C KOAbIAMM MpeACTaBHMBbIMH B BAe NPAMOM CyMMbI KOHEYHOrO 
yuncla Tel. 

Hakoneu, aBToppi fOKasbinatoT: /JnaA Toro, 4TOObI BCAKOe MOAKOMbUO KOMb'a R 
MMeC10 CAHHHYHBIH 9eMeHT, HEOOXOAMMO M MOCTATOYHO, 4YTOOKI R ABIANOCh NpAMOM CyMMOK 
KOHEYHOrO YHCIa NOTeH, KaxKTOe KOTOPbIX H3OMOPHO NoAMONW anreOpanyecKoroO 3aMbi- 
kKaHHA KOHEYHOrO MpocToro noas. 
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A CRITERION FOR DISTRIBUTIVE LATTICES 


By 
KIYOSHI ISEKI (Kobé, Japan) 
(Presented by L. Reve!) 


The object of this short note is to give a simple proof of the following 


THEOREM. A lattice is distributive if, and only if, every meet-irreducible 
ideal is prime. 


A proof of this theorem may be found in my articles [3], [4].' The idea 
of the proof here given is due to L. Fucus [2]. Before proceeding to the 
proof, we shall give some definitions. which are needed below 

A set / of elements of a lattice L is called an ideal of L if 

1. if x, yé/, then xuye/, 

2. if x€/ and aéL, then anx€L. 

An ideal / is said to be meet-irreducible if it is not equal to the set-intersection 
of two ideals each distinct from /. A proper ideal / is said to be prime, if 
xnyeéel implies x€/ or yel. 

- We shall first prove the following 


LEMMA. Any ideal / of a lattice L is the set-intersection of all meet- 
irreducible ideals which contain /. 


Proor. Since L is meet-irreducible, there is at least one meet-irreducible 
ideal containing /. Thus the ideal / is contained in the set-intersection of all 
meet-irreducible ideals containing /. Let a be an element of L—/. By Zorn’s 
lemma, / can be extended to an ideal M which does not contain a and is 
maximal with respect to the property of not containing a. The ideal M is 
meet-irreducible. Suppose that M is the intersection of two ideals A, B each 
distinct from M. By the maximal property of M, both ideals A and B must 
contain the element a. Hence ANB contains a, in contradiction to AnB= M. 
Therefore there is a meet-irreducible ideal M containing / and not containing 
a given element of L—/. Thus the ideal / is the set-intersection of all meet- 
irreducible ideals containing /. The Lemma is proved. 


1 Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of this Note. 
2 The undefined terminologies and notations are those of G. Birknorr, Lattice theory, 
Amer. Math. Soc. Colloquium Publications (New York, 1948). 
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PROOF OF THE THEOREM. In order to prove the theorem, let us suppose 
that every meet-irreducible ideal is prime. We shall consider the principa! 
ideal / generated by au(bNc) for given three elements a, 6 and c. Let M be 
a meet-irreducible ideal which contains /. Clearly a€M and bncéM. Since 
M is also prime, we have 6€M or c€M. Therefore aUbE€M or auceM. 
Hence (aUb)n(auc)€M. By the Lemma, / is the set-intersection of all 
meet-irreducible ideals M which contain the ideal /, consequently, we have 
(aub)n(auc)€él. Hence au(bnc) 2 (aub)n(auc). Since au(onc)= 
<= (auUb)n(auc) holds in every lattice, L is distributive. 

On the other hand, it was shown by G. BIRKHOFF and O. FRINK [1] that 
in distributive lattices, prime ideals and meet-irreducible ideals are identical. 

Therefore the Theorem is proved. 


(Received 15 November 1952) 
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KPUTEPUA OTHOCHTEJIbHO JIMCTPABYTMBHbIX CTPYKTYP 
K. HCEKH (Ko6e, Anonus) 


(Pes Mme) 


ABTop QaeT HOROE AOKASATEABCTRO YCTAHOBeHHOrO HM Pakbie takTa, ¥TO CTpykTypa 
ABNACTCA AMCTPKHOYTHBHOM TOrfa MH TOAbKO TOrMa, ecaM BCE ee nepeceyeHHO-HeNpHBOAHMbIe 
WAea.1bl MpOcTHl. 


VOLLIDEALRINGE IM WEITEREN SINN, | 


Von 
L. REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


§ 1. Einleitung 


Unter einem Vollidealring i. w. S. (=im weiteren Sinn) verstehe ich 
einen Ring, dessen alle Unterringe (zweiseitige) Ideale sind.’ In der vorlie- 
genden Mitteilung I dieser Arbeit bestimme ich die durch ein Element 
erzeugten Vollidealringe i. w. S., in einer spa&teren Mitteilung II werde ich 
dann das Problem allgemein erledigen. 

Stets bezeichne / den Ring der ganzen Zahlen, /[x] den Polynomring 
des Unbestimmten x iiber /. Dann ist das Produkt x/[x] der Unterring von 
I{x] bestehend aus den durch x teilbaren Polynomen. Abgesehen von x 
bezeichnen kleine lateinische Buchstaben (auch mit Indizes versehen) Elemente 
von /, insbesondere bezeichnet p eine Primzahl. 


Satz. Die sdmtlichen durch ein Element erzeugten Vollidealringe i. w. S. 
sind (bis auf Isomorphie) die Restklassenringe 


(I) x1 [x]/x(x—a) [7 , 
Me 
(II) xI[x]}/x [1% 
wobei man die Produkte [[% auf endlich viele verschiedene p zu erstrecken: 


hat, die in (1) der Bedingung pla unterworfen sind, und & in (1) eins der 
Ideale 


(1) (x(x— 5), p) (px 6), 
(2) ix— }, P), 

in (Il) eins der Ideale 

(3) ~ (x(x—a) (x— 4), P(xX—4), P") (pla; pxb; n=2), 
(4) ((x—a)(x—b) + p” ‘bc, p(x—a), p") (pla; n= 2), 

(5) (x—a, p") (n= 1), 

(6) (x'(x—a), p) (pxa), 

(7) (x(x—a), p) — 


von Ix] bezeichnet. (In (3) bis (7) andern sich a, 6,c,n mit p.) 
1 Unter einem Vollidealring schlechthin verstehe ich einen Ring, in dem sogar alle 
Untermoduln Ideale sind. Diese Ringe habe ichneulich bestimmt. Vgl. L. Répe1, Die Voll- 


idealringe, Monatshefte f. Math., 56 (1952), S. 89—95. Sowohl die Vollideairinge als auch 
die Vollidealringe i. w. S. bilden je ein ringtheoretisches Analogon der sogenannten 


Hamiltonschen Gruppen (s. den Anfang der zitierten Arbeit). 
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BEMERKUNG. Zur richtigen Deutung dieses Satzes mu& bemerkt werden, 
daB das x-fache eines Ideals von /[x] stets ein Ideal von x/[x] ist (s. Hilfs- 
satz 1). Die Produkte T7% in (D, (1D diirfen auch leer (d. h. gleich 1) sein. 


Map sieht, daB die Ringe (1), (11) unendlich bzw. endlich sind. Es ist leicht 
die im Satz angegebenen Ringe abstrakt zu definieren. Z. B. wenn in (II) 
nur ein & vorkommt und Wies gleich (3) ist, so handelt es sich um den 
durch die Gleichungen 

o'—(a+ 6)0°+ abo’ =0, p(e’—ae)=9, p*e =0 (pla; pxb; n= 2) 
definierten Ring mit dem Erzeugenden 0. 

Wir machen schon hier die Bemerkung, von der wir Ofters Gebrauch 
machen werden, daB die Eigenschaft von Ringen, Vollidealring i. w. S. zu 
sein, gegeniiber homomorphe Abbildungen und Bildung von Unterringen 
invariant ist. D. h. wenn R ein Vollidealring i. w. S. ist und S, T ein homo- 
morphes Bild bzw. einen Unterring von R bedeutet, so sind auch S, T Voll- 
idealringe i. w. S. Die zweite Behauptung ist klar. Zum Beweis der ersten 
Behauptung betrachten wir einen Unterring S’ von S. In der gegebenen 
Homomorphie R~ S entspricht diesem Unterring S’ von S ein Unterring R’ 
von R. Da nach der Annahme R’ ein Ideal in R ist, so folgt, daB auch S’ 
ein Ideal in S ist. Dies bedeutet die Richtigkeit der Behauptung. 

Obwohl wir uns, wie gesagt, mit den Vollidealringen i. w. S. in voller 
Allgemeinheit erst in Mitteilung II beschaftigen werden, trotzdem wollen wir — 
auf eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser Ringe schon jetzt hinweisen. Wir 
sehen, daB die Ideale in (1), (2) und in (3) bis (7) je ein Hauptpolynom? vom 
Grade <2 bzw. <3 enthalten. Ahnliches gilt dann offenbar auch tiber die 
Produkte il % in (1) und (Il). Folglich enthalten die Ideale x(x—a) L1%, 


xIT* in (I) und (II) je ein Hauptpolynom in x/[x] vom Grade <4 Das 


hat zur Folge, daf sich die im Satz angegebenen Ringe durch ein algebrai- 
sches Element vom Grade 3 erzeugen lassen.‘ Da nach obigem jedes 
Element eines Vollidealringes i. w. S. einen Vollidealring i. w. S. erzeugt, so 
fiihrt unser Satz zum folgenden: 


KOROLLAR. Alle Elemente eines Vollidealringes i.w. S. sind algebraisch 
vom Grade = 3. 


2 Ein Polynom nennen wir ein Hauptpolynom, wenn sein Anfangskoeffizient 1 ist. 
5 Wir sager, da ein Ringelement e@ algebraisch vom Grade n( = 1) ist, wenn es ein 
Hauptpolynom 
F(x) =e xt ay x... fp anx 
mit rationalen Koeffizienten a,,...,a, gibt, wofiir fo= O gilt und dabei n minimal ist. 
{Natitrlich miissen die a; fiir die meisten Ringe ganz sein, damit f(e) einen Sinn hat.) 


Insbesondere fiir Kérper stimmt diese Definition des Grades mit der klassischen Definition 
tiberein. 
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§ 2. Erste Reduktion des Beweises 


Es ist klar, daf die durch ein Element erzeugten Ringe, mit den aus 
dem Ring x/[x] gebildeten Restklassenringen isomorph sind. Folglich kommt 
es bei jedem Problem der durch ein Element erzeugten Ringe, insbesondere 
also auch bei dem Beweis unseres Satzes, nur auf die Ideale des Ringes 
x/[x] an. Uber diese beweisen wir den folgenden: 


HiLFssaTz 1. Die Ideale des Ringes xI[x] sind die x-fachen der Ideale 
des Ringes I [x]. 
Jedes Ideal von x/[x] ist namlich von der Form xa, wobei a eine Teil- 


menge von /[x] ist. Mit xa zusammen muB auch a einen Modul bilden. 
Betrachten wir ein beliebiges f(x)(€/[x]). Es laBt sich 
f(x) =g(x)+a (g(x) €x/[x]; a€/) 

setzen. Wegen der Annahme gilt g(x)xa&xa, also g(x)aGa. Ferner gilt 
nach obigem aaGa. Aus beiden folgt f(x)a&a. Hiernach ist a ein Ideal 
von /[x]. 

Umgekehrt, wenn letzteres gilt, so ist xa ein Untermodul von x/[x]. Ist 
F(x) €x/[x], so gilt noch mehr f(x)€/[x], woraus wegen der Annahme 
f(x)aSa folgt. Dies ergibt f(x)xaf&xa, somit ist xa ein Ideal von x/[x]. 
Hilfssatz 1 haben wir bewiesen. 

Nachher sei a stets ein Ideal von /[x]. Nach Hilfssatz 1 und der vor- 
angeschickten Bemerkung sind die Restklassenringe 
(8) R= xI[x]/xa 
{bis auf Isomorphie) die samtlichen Ringe, die sich durch ein Element erzeugen 
lassen. Wir nennen das Ideal a zuldssig, wenn (8) ein Vollidealring i. w. S. 
ist. Hiernach haben wir nur die zulassigen Ideale zu bestimmen, und zwar 
ist unser Satz offenbar mit der folgenden Behauptung dquivalent: Die sdmt- 
lichen zuldssigen Ideale sind die in (|) pad (Il) vorkommenden Produkte 


(x—a) [J 8 bew. TT 
Die Grundlage zur Bestimmung der zuldssigen Ideale bildet der folgende: 
HitFssatz 2. Ein Ideal a von /{x] ist dann und nur dann zuldssig, 
wenn fiir jedes Polynom ¢(x)(€x/[x]) die Kongruenz 
(9) | C(p(x)) =x¢@(x) (mod xa) 
mit einem Polynom &(x)(€x/[x]) lésbar ist. 
BEMERKUNG. Da die linke Seite von (9) durch x teilbar ist, so dtirfen 
wir (9) auch in der Form 
(9) | x-*C(p(x)) = p(x) (mod a) 


schreiben. Indem wir das ,unbekannte” Polynom C(x) in der Form de x’ 
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annehmen (z;€/), kénnen wir (9’) weiter durch 


m 


(9’) 2 X'P(2)21= 4 (X) (mod a) 


ersetzen. Wenn wir bei einem ¢(x)(€x/[x]) kurz tiber die Lésbarkeit von (9) 
(oder (9’)) bzw. (9”) sprechen, so soll das stets bedeuten, dab es ein Polynom 
C(x) (€x/[x]) bzw. (eine ganze Zahl m2 1 und) ganze Zahlen 2,,..., 2m gibt, 
wofiir (9) (d. h. (9’)) bzw. (9”) gilt. Ist Lésbarkeit fiir alle g(x) vorhanden, ~ 
so sagen wir kurz, dab (9) (d. h. (9’)) bzw. (9”) (fiir das betrachtete a) /ésbar 
ist. (Nebenbei bemerken wir, daf im Falle der Lésbarkeit sich stets eine 
Lésung £(x) vom Grade m = 3 finden wird; das ist ja wegen des Satzes 
eine Notwendigkeit.) 

Zum Beweis von Hilfssatz 2 bezeichne « die Restklasse x (mod xa) 
im Ring x/[x]. Dann ist @ ein erzeugendes Element des Ringes R in (8), 
folglich sind die (a) die sémtlichen Elemente von R. 

Ist nun a zuldssig, d.h. R ein Vollidealring i. w. S., so mu8 der durch 
ein g(a) erzeugte Unterring ein Ideal sein. Dieses enthalt dann das Produkt 
ag(a), folglich gilt 
(10) $(g(@) = « (a) 
mit einem passenden ((x)€x/[x]. Nach der Bedeutung von « besagt (10) 
dasselbe wie (9), womit wir bewiesen haben, daf (9) fiir jedes zulassige 
a lésbar ist. 

Umgekehrt nehmen wir fiir ein a die Lésbarkeit von (9) an. Bezeichne 
R’ einen Unterring von R. Ein beliebiges Element von R’ laBt sich in der 
Form g(a) schreiben. Aus der Lésbarkeit von (9) folgt das Bestehen einer 
Gleichung (10) mit einem passenden C(x)€x/[x]. Da die linke Seite von (10) 
in R’ liegt, so liegt auch eg(a) in ihm. Hiernach gilt eR’SR’. Da ae ein 
erzeugendes Element von R ist, so folgt hieraus RR’S&R’. Dies bedeutet, 
daf R’ ein Ideal von R ist. Wir haben bekommen, daB R ein Vollidealring 
i. w. S. ist, was der Zulassigkeit von a gleichkommt. Hilfssatz 2 haben wir 
bewiesen. 

Unser tibriges Verfahren wird darin bestehen, daB wir auf Grund von 
Hilfssatz 2 unter allen Idealen von /[x] die zuldssigen aussuchen. Dabei 
werden wir die von KRONECKER und HENSEL‘ ausgearbeitete Idealtheorie von 
I[x] zu Hilfe nehmen. Zur Bequemlichkeit des Lesers stellen wir alle Tatsachen 
dieser Idealtheorie zusammen, die wir zu unseren Ausfiihrungen gebrauchen, 
jede solche Tatsache nennen wir aber erst an der Stelle, wo sie zur Anwen- 
dung kommt. 

Da /{x] offenbar kein Vollidealring i. w. S. ist, so ist a—O kein zulas- 
siges Ideal. Deshalb soll im folgenden fiir die Ideale a von /[x] stillschwei- 


4 KroneckeR—Henset, Vorlesungen tiber Zahlentheorie (Leipzig, 1901), S. 1—509. 
(Vgl. die Seiten 194—240 dieses Werkes.) 
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gend nur der Fall a +0 beriicksichtigt werden. Den gréften gemeinsamen 
Teiler der Elemente von a nennen wir den Hauptidealfaktor yon a und 
bezeichnen ihn stets mit F(x); dabei diirfen wir annehmen, daB der Anfangs- 
koeffizient von F(x) positiv ist. Ist F(x) 1, so nennen wir a primitiv. Stets 
ist F(x) a ein primitives Ideal. 

HILFSSATZ 3. /st a ein zuldssiges Ideal von I[x], so ist F(x)=x—a 
maer F(x) = 1: 

Da namlich a©&(F(x)), also xa &(xF(x)) ist, so folgt aus Hilfssatz 2 
noch mehr die Lésbarkeit von 
(11) (p(x) =x¢(x) (mod xF(x)). 

Insbesondere fiir g(x) =x lautet (11) als 

C(x°) =x* (mod x F(x)). 
Hiernach ist F(x) gewiB durch keine ganze Zahl >1 teilbar. Deshalb gilt 
F(x) = ayx* + --- +a, (CAR gi Ee i ee 8) 

Setzen wir in (11) g(x)=cx (c=1) ein: 
(12) C(cx)=cx? (mod xF(x)). 

Da (x) das konstante Glied O hat, so folgt hieraus nach Dividieren 
durch x und Weglassen von durch c° teilbaren Gliedern 

bc =cx (mod F(x), c’), 
wobei 6 den Koeffizienten des Gliedes ersten Grades von C(x) bezeichnet. 
Nach Dividieren durch c entsteht 
x—b=0 (mod F(x), c). 

Wendet man dies mit einer Primzahl c an, die kein Teiler von a, ist, so sieht 
man, daB F(x) vom Grade =1 sein mub. 

Ist F(x) konstant, so muf nach dem schon bewiesenen F(x)==1 sein. 

Im anderen Falle gilt 


F(x) =ax+a, ((@),@;)=1; @ > 0). 
~Wenden wir (12) mit c= a, an und setzen fiir x die Zahl 2 ein, so 


entsteht wegen F(— a = 0 die Gleichung 
0 


¢(—a,) arm 


Da die linke Seite ganz ist, so folgt a,—=1, d. h. F(x) =x+a,. Hilfssatz 3 
haben wir bewiesen. 

Nach KRONECKER—HENSEL' lassen sich die primitiven Ideale von /[x] 
so charakterisieren, daB sie eine positive ganze Zahl und ein Hauptpolynom 
vom Grade =1 enthalten. Enthalt ein solches Ideal eine Potenz (> 1) einer 
Primzahl p, so nennen wir es kurz ein p-/deal. Nach KRONECKER—HENSEL‘ 
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zerfallt jedes Ideal a von /[x] in das Produkt des Hauptidealfaktors F(x) und 
von pj-Idealen (i=1,...,k), die zu verschiedenen Primzahlen p,,..., Dx 
gehéren und bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Die letzteren 
nennen wir die p-Komponenten von a (p=/j,.--, Dx): 


Hitrssatz 4. Ein Ideal a von I[x], das kein Hauptideal ist, ist dann 
und nur dann zuldssig, wenn alle F(x)% zuldssig sind, wobei F(x) (wie auch 
schon in Hilfssatz 3) den Hauptidealfaktor von a bezeichnet und 8 jede 
p-Komponente von a durchlduft. 


»Nur dann“ folgt wegen a@ F(x) sofort aus Hilfssatz 2. 

Zum Beweis von ,dann“ setzen wir 
(13) a= F(x}d, 
wobei D(-+- 1) ein primitives Ideal ist. Bezeichne d (> 1) die kleinste in 
enthaltene positive ganze Zahl. Man setze 


(14) ; | d=P,...P, (k= 1), 
wobei P,,..., P, Potenzen von verschiedenen Primzahlen sind. Fiir die Ideale 
(15) Y, = (D, Pi) (i=1,...,4) 


gilt offenbar 
k k 
D= (9, da) =N (, P= N Bi. 
i=} i=1 
Wegen (#8, 8;)—=1 (és) folgt hieraus nach bekanntem Satz * 


k 
d=]. 
=1 
Da nach (14), (15) P; die kleinste positive ganze Zahl in J; ist, so sind 
Pi,..-, J mach (13) eben die sdémtlichen p-Komponenten von a. 


Angenommen nunmehr, da® alle F(x); (i=1,...,4) zulassig sind, 
betrachte man ein beliebiges g(x) (€x/[x]) und bestimme nach Hilfssatz 2 je 
eine Lésung ¢,(x),..., 0(x) von 


(16) Ci(p(x)) = x(x) (mod x F(x) 8) (:(x)Exi[x]; i= 1, ... ep 
Wir setzen 

(17) d; = P;'d (i=1,...,4). 
Dann sind d,,..., ad, nach (14) relativ prime ganze Zahlen. Wir nehmen eine 
Lésung von 

(18) Qgit+ +++ +dkqxr=1 

und zeigen, daB 

(19) C(x) = dgidi(x) + ++» + degu Sk (x) 


eine Lésung von (9) ist, woraus nach Hilfssatz 2 die Richtigkeit von Hilfs- 
satz 4 folgen wird. . 


®° B. L. van per Waerven, Moderne Algebra, Bd. II, 2. Aufl. (Berlin, 1940), S. 41. 
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Zum Beweis der Behauptung definieren wir die Polynome x,(x),..., x (x), x(x) 
durch 


(20) XH;(X) = 5:(p(x)) (rT. Kk), 
(21) #(X) = 1g) 4, (X) +++ + dex (X). 

Aus (19) bis (21) -folgt 

(22) > C(y(x)) = xx(x). 

Ferner gilt nach (16), (20) 

(23) x(x) = w(x) (mod F(x) R) (== 1,5%.;4). 


Da nach der Annahme insbesondere F(x); zulassig ist, so folgt aus Hilfs- 

satz 3, dai nur die Falle F(x)—x—a, F(x)=—1 médglich sind. Weiter 

betrachten wir diese zwei Falle getrennt. 

Fall F(x) = x—a. Aus (23) folgt 

(24) ; x;(a) = g(a) (f= 1, 0%: 

Wird dies aus (23) subtrahiert, so entsteht nach Dividieren durch F(x) (= x—a) 
ai(x)—x(a) _ 9(xX)—¥(@) ‘ + 
eo ee ee (mod 48;) (i=1,...,4), 

wobei beide Seiten Polynome in /(x) sind. Multipliziert man beiderseits mit 

d;, so entsteht eine richtige Kongruenz mod d,;{. Da ferner wegen d€ D und 

(15), (17) d¥iSD ist, so gilt noch mehr 


OS gf LO FO) (mod D) (fee 


Wird auch noch mit gq; multipliziert, so entsteht nach Addieren wegen (18), (21) 
i Oeadldp Seal AU EN 
x—a — 
Andererseits folgt aus (18), (21), (24) 
x(a) = ¢(a). 
Somit gilt wegen x—a F(x) und (12) 
x(x) = (x) (mod a), 

d. h. 
(25) x(x) =x p(x) (mod xa). 
Dies bedeutet nach (22) eben das Bestehen von (9). 

Fall F(x) = 1. Jetzt schlieBen wir kiirzer. Aus (23) folgt nach Multipli- 
kation durch d; 4hnlich wie vorher 

d;x;(x) = d;p(x) (mod D) (S15... 5K). 

Nach (13) ist jetzt © a. Wenn also mit g;x multipliziert und dann addiert 
wird, so entsteht wieder (25). Dies bedeutet nach (22) auch jetzt Bas Bestehen 
von (9), womit wir Hilfssatz 4 bewiesen haben. 
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Hitrssatz 5. Ein Hauptideal a von I(x) ist dann und nur dann zulassig, 
wenn a==xX—a oder a=1 Ist. 

Hiervon ist ,nur dann“ wegen Hilfssatz 3 richtig. Die Richtigkeit von | 
,dann“ folgt aus Hilfssatz 2, da (9) in den Fallen a—x—a, a=] fiir jedes 
(x) (€x/[x]) durch C(x) ==ax bzw. durch ¢(x) =O befriedigt ist. 

Aus den Hilfssatzen 3,4,5 sehen wir, daB unser Satz auf folgende 
Behauptung reduziert ist: Bezeichne F(x) das Polynom x—a oder 1, ferner 
. bezeichne Ys ein p-Ideal. Dann und nur dann ist F(x) } zuldssig, wenn ¥ den 
Fiillen F(x) x—a, F(x)=1 entsprechend eins der in (1), (2) bzw. (3) bis (7) 
angegebenen Ideale ist. 


§ 3. Zweite Reduktion des Beweises 


Wegen des eben gesagten legen wir uns ein Ideal 
(26) a==F(x)R (F(x) = x—a oder F(x) =—1) 
vor, wobei $3 ein p-Ideal in /[{x] ist. Wir haben zu untersuchen, welche 
dieser a zulassig sind. 

Um das spatere nicht unterbrechen zu miissen, teilen wir hier mit, wie 
die samtlichen p-Ideale 3’ nach KRONECKER—HENSEL* bestimmt sind. (Das 
diesbeziigliche macht den Hauptinhalt der Kronecker—Henselschen Theorie 
der Ideale von /[x] aus.) 

Jedes p-Ideal 1a8t sich in der Form 


(27) B= (Fo(X), - «-» Fe(X)) (t=1) 
annehmen, so dab 
(28) F;(x) = p(x" +...) 
das p*i-fache eines Hauptpolynoms n,-ten Grades in /[x] ist und 
(29) No ae. GAO, 0O=Q<...<d, 
ferner 
P* Fy(x) =falX) Fix) +... + fir(x) Fix), 

| PAE (X) oe Fan(X) F(x) +. « . + foe(x) F(x), 
(30) . 

| piett 1Fia(x) = Su(x)Fi(x), 

F, (x) = p% 


gelten, wobei f;;(x) (€/[x]) ein Hauptpolynom vom Grade nj-1—n; (j=1,... ,t) 
und fi;(x)(€/[x]) ein Polynom. vom Grade <aji—n; (1 Si<j=d) ist. Wir 
nennen die Polynome F,(x),...,F:(x) mit den gesagten Eigenschaften eine 
Kronecker—Henselsche Basis yon ‘.° 


§ Vollstandigkeitshalber bemerken wir noch, da6 die Zahlen (29) durch  eindeutig 
bestimmt sind. Ferner 148t sich die Kronecker—Henselsche Basis von } auf genau eine 
Weise so wahlen, da6 die Koeffizienten von f,,(x) aus den Zahlen 0,1,...,p*s~4-1—1 
sind (l1<i<jst) Um MiBverstindnisse zu vermeiden, bemerken wir, daB (27) im allge- 
meinen keine ,,kiirzeste“ Basisdarstellung ist. 
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Auferdem gilt, daB sich die Elemente von } eindeutig in der Form 
(31) So(X) Fo(x) +... +Ai(x) F(x) Cil(xJes[x]51=O%. 7, 0 


angeben lassen, so daf f\(x) Fi(x) von kleinerem Grade ist als F;1(x)(i=1,..., #). 
Der spateren Anwendung halber bemerken wir, dab die Bedingungen (30) 
insbesondere fiir den Fall t—2 so lauten: 


Pr AX T4 (x) F(x) + fio(x) F,(x), 


(32) p's" F,(x) = Fin(x) F(x), 
F(x) = p 

Aus diesen Gleichungen folgt 

(33) F(x) = f(x). Fi (x) + pt fia(x). 


Im folgenden halten wir fiir das Ideal 8 in (26) alle Bezeichnungen 
(27) bis (31) fest. 

HILFSSATZ 6. /st das Ideal a in (26) zuldssig, so gilt’ 
(34) F(x) Fo(x)|x°(x— 6) (mod p) (p x 6) 
mit einem passenden b. 

Da namlich nach (26) bis (28) xac(xF(x)F,(x), p) gilt, so muB nach 
Hilfssatz 2 
(35) o(p(x)) =x¢g(x) (mod x F(x) F,(x), p) 
fiir jedes g(x) (€x/[x]) mit einem [(x)(€x/[x]) lésbar sein. 

Hieraus folgern wir zunachst, daB mit passenden k,..., kp-1(2=0) 


(36) F(x) F(x) = W (x—i)‘i (mod p) 


ilt. 
; Die Faktoren links sind Hauptpolynome, ferner ist nach (26) stets 
F(x)|x—a. Ware also (36) falsch, so gilt 
(37) F(x)| Fo(x) (mod p) 
mit einem mod p irreduziblen Polynom f(x) (€/[x]) vom Grade r (= 2). Wir 
setzen in (35) 
gp (x)= xP) 
ein. Da hierfiir bekanntlich g(x)=1 (mod f(x), p) gilt, so folgt aus (35), 
(37) offenbar 
(1) =x (mod f(x), p). 
‘Hiernach ist f(x)|x—(1) (mod p), somit ist f(x) linear. Dieser Widerspruch 
beweist (36). 


7 Mit f(x)\g(x) (mod p) bezeichnen wir, dab f(x) ein Teiler von g(x) mod p ist. 
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Wir brauchen zur Richtigkeit von Hilfssatz 6 nur noch zu zeigen, daB 
in (36) 
(38) K+. 2 +kp-121, he2 
gilt. 

Ware (38,) falsch, so gilt 
(39) (x—c) (x —d)| F(x) F(x) (mod p) (p xc, d) 
mit geeigneten c,d. Je nachdem c=d (mod p) oder c=d (mod p) gilt, setze 
man 

p(x) =P DxP1 = (P11 baw. g(x) = a 
Da entsprechend 
y (x)= —1 (mod (x—c)(x—d), p) bzw. 9(x)=1 (mod (x—c) (x—d), p) 
gilt, so folgt aus (35), (39) offenbar 
C(—1) = — x (mod (x—c) (x—d), p) bzw. ¢(1)==x (mod (x—c) (x—d), p). 

Beide sind unmdglich, womit wir (38,) bewiesen haben. 

Ware (38,) falsch, also k,=3, so folgt aus (35), (36) offenbar 

S(¢(x)) = x(x) (mod x", p). 
Insbesondere fiir g(x) =x’ ergibt sich 
C(x) = x* (mod x‘, p). 

’ Dies ist unmdglich, womit wir (38,) und auch Hilfssatz 6 bewiesen haben. 
HILFssaTz 7. Ist das Ideal a in (26) zuldssig, so gilt im Fall F(x) =x—a 


(40) = (F(x), P), 

im Fall F(x)= 1 gilt entweder (40) oder mit einem passenden a 

(41) P= (x—a, p") (n2=2) 
oder 

(42) B= (F(x), P(x—a), p") (p"""|F,(a); n= 2), 


wobet F(x) ein Hauptpolynom ist, dessen Grad in (40) und (42) 21 bzw. 
= 2 Ist.” 
Aus Hilfssatz 2 folgt namlich fiir g(x) px, dab 
(px) = px (mod xF(x) 8) 
mit einem ¢(x)(€x/[x]) lésbar ist. Da mit passendem c 
S(px)=cpx (mod p’) 


gilt, so folgt 
cpx==px (mod xF(x), p’), 
also 


(43) p(x—c)=0 (mod F(x), p’). 


8 Selbstverstandlich hat a in (41), (42) nichts mit dem a in (26) zu tun. 
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Nach (28), (29,) gilt 


D’| F(x) (2=/=P). 
Hiernach und nach (31) folgt aus (43) eine Kongruenz 
(44) P(X—¢) = F(x) (fol) F(X) +f: (%) F(x) (mod p’) 


mit geeigneten Polynomen f,(x), f(x), so daB der Grad von f,(x)F,(x) klei- 
ner ist als der von F,(x). Da ferner F(x), F,(x) Hauptpolynome sind und 
nach (28), (29) 

P\F,(x) 
gilt, so folgt aus (44) (p| folx) und) 


(45) x — c=F(x)| g(x) F(x) + f(x) 4 fe) (mod p) 
mit einem g(x) (€/[x]). 
Im Fall F(x)=x—a folgt aus (45) (c=a (mod p) und) 


1= g(x) F(x) +h) 2 mo (mod p). 


Da das zweite Produkt rechts von acres Grade als F,(x) ist, so ergibt 
sich (p|g(x) und) 


1=f,(x) 74) (mod p). 


Hiernach gilt wegen (28) offenbar F,(x)—p,n,—0O. Aus (29,) folgt auch 
t= 1. Man sieht also nach (27), daB jetzt (40) gilt. 
Im Fall F(x)=1 hat man nach (45) 


(46) x—c=ge( F(x) + fix) 2 ne) (mod p), 


wobei — wir wiederholen — das zweite vila rechts von kleinerem Grade 
ist als F,(x). 

Erstens wenn F,(x) vom Grade 1 ist, so muB F,(x) konstant sein. Dies 
bedeutet nach (28), daB F,(x)=p* (d,=1) ist, ferner folgt aus (29) t—1. 
Folglich ist nach (27) 9 =(F,(x), p*). Da F,(x) ein Hauptpolynom vom Grade 
1, also von der Form x—a ist, so kommt jetzt % unter den Idealen (40), 
(41) vor. 

Zweitens wenn F,(x) vom Grade =2 ist, so folgt aus (46) notwendig 


plg(x), 
—c=f) 2 (mod p) 


Hiernach ist entweder F,(x) = p oder F, oe = p(x—a). Wegen (27) bis (29) muB 
entsprechend (t= 1 und) 
p= (Fo(x), p) 
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bzw. (f==2 und) 
$= (Fi(x), p(x—a), p") 
sein. Im letzeren Fall gilt auch d,=1, F,(a)—=0, woraus nach (33) 
F,(a)=0 (mod p*"') 

folgt. Wir haben gewonnen, daf jetzt (40) oder (42) gilt. Hilfssatz 7 haben 
wir bewiesen. 

Wir zeigen nunmehr den folgenden: 

HitFssatz 8. Das Ideal a= F(x)% von I[x] mit dem Hauptidealfaktor 
F(x) und der (einzigen) p-Komponente 38 kann nur dann zutdssig sein, wenn 

erstens F(x) =x—a (pya) gilt und ¥ eins der folgenden Ideale ist : 


Fall 1. == (x*, Dp), 

Fall 2. B=(% p), 

zweitens F(x)=x—a (pla) gilt und eins der folgenden Ideale ist: 
Fall 3. B= (x(x— 4), p) (py), 

Fall 4. P= (x—64, p), 

drittens F(x)=1 gilt und ¥ eins der folgenden Ideale ist : 

Fall 5. Y= (X(x—a), p) (px a), 

Fall 6. Ss = (x(x—a), p), 

Fall 7. Y= (x—a, p"), 


Fall 8. Y=(x°(x—b)—a’(a—b)—p*"'c, p x—a), p") 
| (p46; p|a(a—b); n=2), 
Fall 9. Y= (x(x—b)—a(a—b)—p"'c, p(x—a), p") 
(p|a(a—b), n=2). 
Nach Hilfssatz 3 kann namlich nur F(x)=x—a oder F(x)=1 sein. 
Wenn F(x)=x—a und pya gilt, so ist nach Hilfssatz 7 nur 
} = (F,(x), P) 
moglich, ferner folgt aus Hilfssatz 6, dab- 
F,(x)|x* (mod p) 


gelten muf. Da F,(x) jetzt nur mod p in Betracht kommt, so darf F,(x)|x* 
also F,(x)=x° oder F,(x)= x gesetzt werden. Das sind eben die Fille 1, 2. 

Wenn F(x)=x—a und pla gilt, so ist der einzige Unterschied, dab 
jetzt 

F,(x)|x(x—6) (mod p) (px b) 

gelten mu, weshalb man jetzt F,(x)|x(x—) setzen darf (mit einem anderen 0). 
Alle Méglichkeiten sind jetzt durch F,(x) == x(x—b) (p46) und F,(x) =x—b 
erschépft. Somit sind jetzt eben die Falle 3,4 enstanden. 
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Wenn F(x)=1 gilt, so sind nach Hilfssatz 7 nur 
} a (F,(x), P), 
¥ = (x—a, p") (n= 2), 
B= (Fi(x), p(x—a), p”) (p"""|F,(a); n= 2) 
méglich. 


Im ersten Fall kommt F,(x) nur mod p in Betracht, weshalb man nach 
Hilfssatz 6 


F,(x)|x°(x— 6) (py b) 
setzen darf, wodurch offenbar die Falle 5,6, 7 entstehen (insbesondere Fall 7 
nur mit n= 1). 
Im zweiten Fall haben wir es mit Fall 7 (fir n= 2) zu tun. 
Im dritten Fall gilt nach Hilfssatz 6 
F,(x)|x°(x—6) (modp) = (p Fb). 
Da jetzt der Grad von F,(x) nur 3 oder 2 sein kann, so gilt entsprechend 
F(x) = x*(x—b) + pf(x) (p46) bzw. F(x) = x(x—65) + pg(x) 
mit je einem Polynom f(x), g(x)(€/[x]) vom Grade <2 bzw. <1. Ferner 
gilt jetzt p(x—a)€}, somit kommen f(x), g(x) nur mod (x—a) in Betracht. 
Deshalb darf 
F(x) = 2x?(x—b)+ pe, (px 6) bzw. F(x) = x(x—b)+ pen 
gesetzt werden. Wegen p”-'|F,(a) gilt dabei 
pc, =—a’(a—b) (mod p""') bzw. pc. == —a(a—6) (mod p*™'), 
ferner gilt in’ beiden dieser Falle notwendig auch plja(a—d). Wir sehen 
somit, daB jetzt die Falle 8,9 entstehen. Hilfssatz 8 haben wir bewiesen. 


§ 4. SchluB des Beweises 


Wir haben nur noch zu untersuchen, welche Ideale a im Hilfssatz 8 
wirklich zulassig sind. Hierzu brauchen wir noch den folgenden : 


HILFSsATz 9. Es seien gegeben ein Ideal a von I{x] mit 


(47) a > (x*— bx*-!—c, p(x—a)) (plc; kK22) 
und ein Polynom in xI{x] 

(48) p(X) = S.x*+...+5,x= xy (x), 

wobei also 

(49) ap (X) = Sex*-! 4-2. +S 


ist. Man setze 
(50) A=y(a), B= (6). 
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Dann gilt 
-k Ai — bi Bi 
(51) (x) = bi" Bixt 40% <— 2 B" x (mod xa) (j=, 
Aes k-1 . . b “as by k-1 =f] B -) 
(52) ge pox + siix +e ta = s) x(modxa), 


(53) X(X) = (SK + Su-1)X* + Spo"! te ..-+5,2°+0¢5,x (mod xa). 
Zundchst zeigen wir hierzu 


~k ___ pi-k 
e = x (mod xa) (iz &). 


(54) x=" x* +e 
Aus (47) folgt namlich 

(55) x*+1 = 6x* +-cx (mod xa). 

Ferner folgt aus (47) px=pa (moda), also px*==pax (mod xa). Wegen pic 
folgt hieraus 

(56) cx’=cax (mod xa). 

Nun sehen wir, daB (54) fiir i= trivial ist. Multiplizieren wir (54) mit x 
und setzen dann rechts (55), (56) ein, so entsteht 


a’ *k— br 
x't1=b*(bxk+ex)+c “ay aia (mod xa). 


Nach leichter Umformung sehen wir, daB dies dasselbe ist, wie (54) fiir i+ 1 
statt i. Wir haben somit (54) mit Induktion bewiesen. 
Nunmehr beweisen wir (51). Aus (48) folgt nach dem Polynomialsatz 


(57) p(xi= D> (i... i)si...st x, | 
wobei man iiber die i,,...,4%&(=0) mit 4+...+4%4—/ zu summieren hat und 
| 
(ie ink) seer i sali oZigks. otikh 


bezeichnet. Offenbar ist i= /. Wenn also j=k ist, so gilt noch mehr i= k. 
Hiernach folgt aus (57), (54) 


(58) 9(xi= D> (i... ksi... st(o" Eee sa x| (mod xa) (j =k). 


Andererseits setzen wir in (57) xa ein. Wegen (48), (50,) entsteht 
a’ A? = > (i... i) sit... sit a’. 


Ahnliches gilt auch mit 6, B statt a, A. Nach as in (58) bekommen 
wir eben (51). 


9 Jeder Nenner in den Formeln (51), (52) ist ein Teiler des Zahlers, wenn man in 
diesen a und 6 als Unbestimmte auffabt. Wir denken in solchen Fallen die Kiirzung mit 
dem Nenner stets ausgefiihrt, so da® ein Polynom (in a und 5) entsteht. Nach dieser Be- 
amefkung sind (51), (52) auch fiir a= 0b sinnvoll 
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Der Beweis von (52) entsteht durch eine leichte Modifikation des vori- 
gen. Betrachten wir namlich den Fall j—k—1 von (57). Das zu 


(59) — ib=k—}l, i =...=h=0 

gehérende Glied der rechten Seite ist 

(60) suxs, 

und die tibrigen Glieder sind vom Grade = =k. Wird auf die letzteren (54) ange- 
wendet, so bekommt man, daB g(x) '—s\'x‘”' mod xa kongruent derjenigen 


Summe ist, die aus (58) durch Weglassen des zu (59) gehérenden Summanden 
1 

(61) ie [ety 28s 

entsteht. Folglich entsteht aus (51) eine richtige Kongruenz, wenn man 

jJ=k—1 einsetzt, aber links und rechts (60) bzw. (61) subtrahiert. So ergibt 
sich eben (52). 

. Endlich folgt (53) sofort aus (48) und dem Fall i=k-+1 von (54). 
Hilfssatz 9 haben.wir bewiesen. 

Wir haben nur noch zu iiberpriifen, welche der in den Fallen 1 bis 9 des 

_Hilfssatzes 8 angegebenen Ideale a —F(x)} zulassig sind. Es wird sich 

herausstellen, daB ein solches a= F(x)3$ dann und nur dann zulassig ist, 

wenn F(x)=x—a und $ eins der Ideale (1), (2) bzw. F(x)=1 und X. 

eins der Ideale (3) bis (7) ist. Hierdurch wird wegen der Hilfssatze 3, 4, 5 

der Beweis des Satzes erbracht. 

Wir schicken noch als unmittelbare Folgerung von Hilfssatz 2 voran, 
dab jedes Ideal von /[x], das ein zuldssiges Ideal enthdlt, selbst zulassig ist. 
Umgekehrt, ein nicht zulassiges Ideal von /[x] enthalt also nur nicht zulassige 
Ideale. 
Parte 1,2 

Wir zeigen, daB a in den Fallen 1, 2 von Hilfssatz 8 nicht zulassig ist. 
Da jedes Ideal -a des Falles 1 in einem Ideal a des Falles 2 enthalten ist, 
so geniigt es wegen der eben gemachten Bemerkung nur die auf Fall 2 
beziigliche Behauptung zu beweisen. 

Wir haben also zu beweisen, da das Ideal 


{62) a = (x—a) (x, p) (p ya) 
nicht zulassig ist. Zu diesem Zweck setzen wir 
(63) p(x) =x°—ax + px. 
Auf Grund von Hilfssatz 2 geniigt es, wenn wir aus der Annahme 
(64) E(g(x)) =x¢(x) (mod xa) E(x) € x/[2]) 
‘zu einem Widerspruch kommen. 
Wegen 


xa =(x*—ax’, p(x*—ax)) 


17 Acta Mathematica 
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folgt aus (63) 
(65) xg (x)= px = pax (mod xa). ) 
g(x) = (x—a+ p) xy (x) =(x—a+ p)pax=p’ax (mod xa). 
Aus diesen beiden folgt leicht durch Induktion, da6 allgemein 
p(x) =c, ppax (mod xa) (kK = 2) 
gilt, wobei die c, ganze Zahlen sind. Hiernach folgt aus (64) eine Kongruenz 
gp (xX)2, + p’axz, = xg (x) (mod xa) 
mit irgendwelchen ganzen Zahlen z,,z,. Wegen (62), (63), (65) ergibt sich 
hieraus nach Dividieren durch x 


(66) (x—a+p)2,+p’az,=pa (mod (x—a) (x, p)). 
Nach Einsetzung von a statt x entsteht die Gleichung 
(67) p2z,+paz,= pa. 


Wird dies aus (66) subtrahiert, so ergibt sich nach Dividieren durch x—a- 
Z,= 0 (mod x, p). 

Dies bedeutet p|z,, somit folgt aus (67) der Widerspruch pja. Die par 

haben wir bewiesen. 


Falle 3, 4 


Wir zeigen, daB a in den Fallen 3, 4 von Hilfssatz 8 zulassig ist. Da 
jedes Ideal a des Falles 4 ein Ideal a des Falles 3 enthalt, so geniigt es nur 
die auf Fall 3 beziigliche Behauptung zu beweisen. 

Wir haben also zu beweisen, da das Ideal 
(68) a = (x—a) (x(x— 9), p) (pia; p ¥ b) 
zulassig ist. 

Es gilt 

a = (x°(x—b)—ax(x—b), p(x—a)). 
Ferner gilt px=pa (moda), also wegen pla auch ax=a* (moda) und 
ax’ =a* (moda). Somit haben wir 


(69) a= (x'(x —6)—a*(a—b), p(x—a)) (pla; px). 


Hiernach erfiillt a die Bedingung (47) (mit k= 3, c—a°(a—bd)), wes- 
halb sich aus Hilfssatz 9 folgendes ergibt. Wird 


(70) ¢(x)=qxX+rx+sx, 

(71) A=qa’+ra+s, B=qb'+rb4+s 

gesetzt, so gilt: 

(72) p(x)? = 67° BX + (a! A/—a? 614 Bi) x (mod xa) (j = 3), 


(73) = g(x~= oe S tsxtyt [6(A*—s)—a(B’—s*)]x (mod xa), 
(74) x(x) =(gb+r)x*+ sx°+ Qa°?(a—b)x (mod xa). 
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Da xa nach (68) ein, Hauptpolynom 4-ten Grades enthalt, so enthidlt 
jede Restklasse in x/[x]/xa ein Polynom von der Form (70). Um also die 
Zulassigkeit von a zu beweisen, geniigt es nach Hilfssatz 2 (vgl. (9)) die 
Lésbarkeit von 


>, P(Xz=xe(x) (mod xa) 


auszuweisen. Nach Einsetzung von (70), (72), (73), (74) und Dividieren durch 
x hat man 


(75) Qe treo +E + six + = [6(4*—s')—a(B'—s')] a+ 


+ >, {be Bix + (at Ai— a? bi Bi} z= (gb 4 r)x°+sx-+qga°*(a—b) (mod a). 
j= 
Eine Kongruenz 
F(x) = g(x) (mod a) (F(x), (x) €/[X]) 
bedeutet wegen (68) offenbar dasselbe wie 


f(a) g(a) 


und 


Peat ee) easy fy 
x—a x—a 
Die Anwendung dieses einfachen Prinzips verwandelt die Kongruenz 
(75) (unter Beriicksichtigung von (71,)) in die Gleichung und Kongruenz: 
(76) Az,+aA?z,+ > al Aiz;=aA, 
j=3 


y 5 


(77) g(x +a) erat oor (x+ a) +s" > 2, 0 B(x + az, = 
=(gb+1r)(x+a)+s (mod x°—6x, p). 


Wir haben somit zu zeigen, daf& dieses System (76), (77) lésbar ist. 
Die Gleichung (76) schreibt sich einfacher so: 


(78) A (—« + Dar! Ai2)] “0: 


In der Kongruenz (77) sind beide Seiten linear in x, weshalb ,(mod x°— 6x, p)“ 
sich durch ,(mod p)“ ersetzen laft. Nach Koeffizientenvergleichung zerfallt also 
(77) wegen pla in die zwei Kongruenzen 


qn to nt Dd 6 Bizj=9b+4 (mod p), 
f= 


(79) rz,+s°2=s (mod p). 
Die erste dieser Kongruenzen laft sich wegen py6 durch 6 multiplizieren. 


17* 
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Wird dann noch (79) addiert, so entsteht nach (71,) 
(80) (gb-+r)2z, +> 6/2Biz;=B (mod p): 
7=2° 


Wir haben also zu beweisen, daB das System (78) bis (80) lésbar ist. Wir 
zeigen sogar, dafB das mit m3 méglich ist. 
Fiir m=3 lauten (78) bis (80) so: 


(81) A(—a-+z,+aAz,-+ a’ A’z;)=0, 
(82) 12, +S°2,=s (mod p), 
(83) (qb+r)z,+ B’z,+ 6B’z,;=B (mod p). 


Man nehme fiir z,, 2; vorlaufig beliebige ganze Zahlen und bestimme 2Z, so, 
da® der zweite Faktor in (81) verschwindet. Dieses z, ist wegen pla durch 
p teilbar. Damit also auch (82), (83) erfiillt sind, hat man nur zZ,, 2, so zu 
bestimmen, daf 
S°z,==s (mod p), B(Bz,.+6B’z,—1)=0 (mod p) 
gelten. Die erste Kongruenz hat fiir jedes s eine Lésung z,. Die zweite 1aBt 
wegen pb bei jedem z, und B offenbar eine Lésung z, zu. Wir haben die 
Behauptung bewiesen. 
Fad) 655.0 


Wir zeigen, da a in den Fallen 5, 6 von Hilfssatz 8 zulassig ist. Da 
jedes Ideal a des Falles 6 ein Ideal a des Falles 5 enthalt, so geniigt es nur 
die auf Fall 5 beziigliche Behauptung zu beweisen. 

Wir haben also zu beweisen, daf das Ideal 

a=((x—a),p) = (pxa) 
zuldssig ist. Mit veranderter Bezeichnung handelt es sich um 


a= (x'(x—)), p) (px 6). 


x(x(x—), p) 
enthalten ist und letzteres der Spezialfall a—0O des Ideals (68) ist, von dem 
die Zulassigkeit eben bewiesen wurde, so ist die Behauptung richtig. 


Da in diesem das Ideal 


Fall 7 


Wir zeigen, daf q im Fall 7 von Hilfssatz 8 zulassig ist. Es handelt 
sich um 
a=(x—a,p") (n=). 
Da xa das Polynom x°—ax enthalt, so gibt es in jeder Restklasse von . 
x/[x]/xa ein Polynom von der Form 
(x) = sx. 
Wegen Hilfssatz 2 geniigt es also zu beweisen, daB 


C(sx)==sx° (mod xa) ((x) € x /[x]) 
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gelést werden kann. Offenbar ist (x) — ax eine Lésung, womit die Behauptung 
bewiesen ist. 


Fall 8 
Im Fall 8 von Hilfssatz 8 handelt es sich um das Ideal 
(84) a = (¢(x—6)—a*(a—b)—p™'c, p(x—a), p") (b Xp; pla(a—d); feet 
Wir zeigen, daf dies dann und nur dann zulassig ist, wenn 


(85) pia, plc 
gilt, und bemerken gleich, da sich dann (84) auch in der Form 
(86) a==(x(x—a)(x—b), p(x—a),p") — (p¥b; pla(a—b); n =2). 


schreiben 1aBt. 


Wegen (85,) la&t sich namlich das Glied p"-'c in (84) streichen, ferner 
gilt wegen (85,) und pa=px (mod a) offenbar 


a’=ax (mod a), a’==ax° (mod a), 
also 


x°(x— b)—a®(a— b) = x°(x—b) —ax(x—b) = x(x—a) (x —b) (mod a), 
woraus die Richtigkeit der Bemerkung folgt. 


Da xa ein Hauptpolynom 4-ten Grades enthadlt, so lassen sich die 
Restklassen von x/[x]/xa dureh die Polynome von der Form | 


Biya p(x) =gx?-+rx + sx 
reprasentieren. Wegen Hilfssatz 2 geniigt es also zu beweisen, dafi 
(8) 2 9(%)/2) = x(x) (mod xa) 

I= 


dann und nur dann fiir die samtlichen (x) lésbar ist, wenn (85) gilt. 
Es gilt nach (84) | 
(89) aD (x°(x —b)—a’(a—b)— p™ 'c, p(x—a)). 
Wegen 
pla*(a—b)+pr'c 
laBt sich also Hilfssatz 9 anwenden, so dai man a*(u—b)+p"'c fir c 
einsetzt. Hiernach gelten mit der Bezeichnung 
(90) A=qa+ra+s, B=qbh’+rb+s 
die Kongruenzen 


(91) 9x) Sb! Bix + [a (a—0) + pt] # BES x (mod xa) (j= 3) 
9 e ing’ at nett 
(92) g(xy= b xi+sx+ 


re wea Baal 
eta ee le os = 


(93) x(x) =(qo+nx+ sx + g[a’(a—b) + p"'c]x (mod xa). 


x (modxa), 
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Werden diese und (87) in (88) links und rechts eingesetzt, so entsteht eine 

Kongruenz von der Form 

(94) ux®+ vx? + wxZu,x'+0,x° + w,x (mod xa). 

Bevor wir diese Einsetzung ausfiihren, bemerken wir, dai (94) gleichbedeu- 

tend mit 

(95) u==u,(mod p), v=v,(mod p), ua’+ va + w=u,a"+ »,a + w, (mod p’) 

ist. Es geniigt namlich diese Bemerkung nur fiir den Fall u,—v,=w,=—0O 

zu beweisen. Dann bedeutet (84) dasselbe wie 

(96) ux’t+oxtwe€a. 

Der Vergleich mit (32) zeigt, daB a in (84) durch eine Kronecker-Henselsche 

Basis dargestellt ist. Nach (31) besagt also (96) die Erfiillbarkeit von 

ux’+vx+tw=p(x—a)(ex+6)+p"y 

mit ganzen Zahlen a, 8, y. Diese Forderung besagt offenbar dasselbe wie 

u=0 (mod p), »=0 (mod p), ua’ +va+w=0 (mod p’). 


Da dies mit dem Fall u,v, —w,—0 von (95) iibereinstimmt, so ist unsere 
Bemerkung richtig. 

Setzt man nunmehr (87), (91), (92), (93) in (88) wirklich ein und zer- 
legt die so entstehende Kongruenz von der Form (94) gleich in drei Kongru- 
enzen nach dem Muster a so erhalt man 


ie 
gz + ere +3 0B) = = qb-+r (mod p), 


rz, +s°2,=s (mod p), 

b(A’—s)—a(B’—s*)| 
ab(a—b) \@ 

+2 b~* Bia’ + [a’(a—b) + p* se eee = 

=(gb+r)a? + sa + q[a*(a—b) + p”'c] (mod p”). 

Da pb ist, so darf man die erste dieser Kongruenzen mit 6 multiplizieren. 

Addiere man dann noch die zweite zu der ersten. Nach leichter Umformung 

der dritten lauten unsere drei Kongruenzen wegen (90) so: 


(gat brats) = pe +8ta+[a(a—b) +p] 


(97) (gb+-n)2+ > 6/*Biz, =B (mod p), 
(98) £2; +sz=s (mod p), 
a Seer = a -- 
ab(a—b) 
(99) oe mies 
ai Ai — b/-8 Bi iW 
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Wir haben zu beweisen, dai dieses System (97) bis (99) genau nur im Fall 
(85) fiir alle g,r,s lésbar ist. 4 


Erstens sei pYa. Wegen der Bedingung pla(a—b) in (84) gilt dann 
a= b (mod p). 
Weiter unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem pjc oder BAC Ast. 
Wenn pic ist, so setze man 


q=0, r=1, s=—a-+p. 

Nach (90) gilt dann 

A= p, B=b—a-+p. 
Die mit c multiplizierten Glieder fallen in (99) wegen plc heraus. Wird dann 
mit A(=~p) dividiert, so entsteht wegen n =2 immer noch eine Kongruenz 
mod p. Somit folgen aus (97), (99) (wegen p|8) der Reihe nach 

Z,= 0 (mod p), Z,=a (mod p). 
Das ist wegen der Annahme p 4a unméglich, weshalb jetzt (97) bis (99) unlés- 
bar ist. 
Wenn pyc ist, so setze man 
9=0, 1 = 1, s=-—a. 


Jetzt gilt nach (90) 

A=0, B=b—a. 
Wegen A=O 1aft sich (99) mit p’-'c dividieren, wodurch eine Kongruenz 
mod p entsteht. Wird auch p|B beriicksichtigt, so gewinnt man aus (97) bis (99), 
wie leicht zu sehen, der Reihe nach 


Z,;=0 (mod p), Z,; + a°z,=—a (mod p), 2,=0 (mod p). 


Diese sind wegen p 4a unméglich, weshalb (97) bis (99) auch jetzt unlésbar ist. 
Zweitens sei pja, pXc. Wir setzen 


g=—1, r=b, s=a(a—d). 
Nach (90) gilt 
A=0, B= a(a— 0). 


Man sieht wegen p|s, B, daf auf der linken Seite von (99) alle Glieder durch 
p” teilbar sind, dagegen die rechte Seite durch p” nicht teilbar ist. Wir 
haben bewiesen, daf (85) notwendig ist, damit (97) bis (99) fiir alle q,r,s 
losbar ist. 

Umgekehrt nehmen wir jetzt (85) d. h. pia, pic an. Wegen des letzteren 
fallen in (99) die mit c multiplizierten Glieder heraus. Dann werden beide 
Seiten durch A teilbar, somit ist (99) gleichbedeutend mit 


S Bical een 
(100) 2 (aay! z)=a (mod of: 


Wir haben zu beweisen, daB das System (97), (98), (100) fiir alle q,7,s 
losbar ist. Wieder unterscheiden wir zwei Falle. 
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Erstens sei p"|A. Jetzt ist (100) (als Kongruenz mod 1) identisch erfillt, 
somit hat man es nur mit (97), (98) zu tun. Ferner gilt wegen (90,) und pia 
notwendig pls, also nach (90,) B==(q6+1r)6 (mod p). Hiernach lauten (97), 
(98) so: 


(qb-+-1)|—b + D Br2(gb+ r"!2,|=0 (mod p), 


rz, =0 (mod p). 
Wegen g 46 labt dieses System sogar schon fiir m= 2 stets eine Lésung zu. 
Zweitens sei p”¥ A. Wir sehen, daB z, in (100) den Koeffizienten 1 hat. 
Hieraus folgt, da® sich z, bei irgendwelchen 2,,...,2m $0 bestimmen 14Bt, 
daB (100) erfiillt ist. Dabei mu wegen pia stets z,==0 (mod p) ausfallen. Es 
geniigt also zu zeigen, daB das System (97), (98) stets eine Lésung mit 
z,—-0 zulaBt. Nach wenig Umformung handelt es sich um 


B|—14. >" Bitz, =0 (mod p), 
i j=2 
S°2Z,==s (mod p). 


Wegen p¥b ist dieses System sogar schon fiir m= 3 stets lésbar. Die Be- 
hauptung haben wir bewiesen. 


Fall 9 
Im Fall 9 von Hilfssatz 8 handelt es sich um das Ideal 
(101) a = (x(x— b6)—a(a—b)—p”'c, p(x—a), p") (pla(a—b); n= 2). 
Wir zeigen, da dies dann und nur dann zulassig ist; wenn 


und im Fall p 6 auch 


gilt, ferner bemerken wir gleich, daB die diesen Bedingungen geniigenden «a 
mit den Idealen . 
(104) == ((x—a) (x—6) + p”"'bc’, p x—a), p”) (pia; n= 2) 
zusammenfallen (wobei c’ eine beliebige ganze Zahl sein kann). 

Da namlich nach (101) pa==px (mod a) ist, so gilt im Fall (102) auch 

=ax (moda), somit laBt sich dann fiir (101) 

a == ((x—2a) (Xx—5)— p™-!¢, p(x—~a), p") 

schreiben. Da das Glied —p"-'c nur mod p” in Betracht kommt, so darf c 
von vornherein auf ein volles Restsystem mod p beschrankt werden, und die 
Bedingung (103) besagt, daB dabei im Falle p|6 nur c=0(mod p) zuzulassen 
ist. Man sieht hieraus die Richtigkeit der Bemerkung iiber (104) leicht ein. 

Da xa ein Hauptpolynom 3-ten Grades enthdlt, so lassen sich die Rest- 
klassen x/[x]/xa durch die Polynome von der Form 


(105) g(x) =rx?+sx 
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reprdsentieren. Wegen Hilfssatz 2 geniigt es also zu beweisen, daB 
(106) > 90X25 =X 9(x) (mod xa) 
I= 


dann und nur dann fiir die samtlichen g(x) in (105) lésbar ist, wenn (102) 
und im Falle p|6 auch noch (103) gilt. 

Andererseits gilt nach (101) 
(107) aD (x(x —b)—a(a—b)—p™'c, p(x—a)). 
Wegen 

p\a(a—b)+ p*'c 
laBt sich Hilfssatz 9 anwenden, so daB man a(a—b)+p™'c fiir c einsetzt. 
Hiernach gelten mit der Bezeichnung 
(108) A=ra+s, B=rb+s 
die Kongruenzen 
Re me : -? Ai — 67-2 BY 

(109) p(x)i = b/-* BY x’ + [a(a—b)+ p" wae ay: 
(110) x p(x) = Bx + rla(a—b) + p™'c]x (mod x). 

Werden diese und (105) in (106) eingesetzt, so entsteht eine Kongruenz 
von der Form 


-x (mod xa) (j2 2), 


ux? + vx =u,x*+ ex (mod xa). 
Da dies mit 
u=u, (mod p), ua+v=u,a+», (mod p*) 
gleichbedeutend ist, was man so einsieht, wie die a4hnliche Behauptung tiber 
(94), so zerlegt sich (106) nach der gesagten Einsetzung in die zwei Kon- 
_ gruenzen 
(111) rz, + 2, Biz, = B (mod p), 
= fi-2 Ri 
(ra+s)z +3) ab/-? B’ + [a(a—b) + p™ ie) a im = 
= aB-+r[a(a—b)+p*'c] (mod p”). 
Die letztere Kongruenz lautet nach leichter Umformung wegen (108) so: 
moe +? Aj — 67? Bi 
(112) Ae > arial y pig ABO 2,=aA-+pr'cr (mod p’). 
jut = 


Wir haben zu beweisen, daB das System (111), (112) genau dann fiir alle 
r,s lésbar ist, wenn (102) und im Falle p|6 auch (103) gilt. 
Zu diesem Zweck nehmen wir zuerst an, dai diese Bedingungen nicht 
erfiillt sind. Wir unterscheiden zwei Falle. 
Erstens sei p ya. Wegen der Bedingung p|a(a—b) in (101) gilt dann 
ces (mod p). 
Weiter unterscheiden wir zwei Falle, je nachdem pic oder pyc ist. 
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Wenn plc ist, so setze man 
r==1, s==—a--p> 
Nach (108) gilt dann 
A=p, B=b—a-+ p. 
Die mit c multiplizierten Glieder fallen in (112) wegen p|A, B heraus. Wird 
dann mit A dividiert, so entsteht wegen n=22 immer noch eine Kongruenz 
mod p. Somit folgt aus (111), (112) wegen p|B der Reihe nach 


rz,=O0 (mod p), Z,= a (mod p). 


Dies ist wegen der Annahme pya unmdglich, weshalb jetzt das. System 
(111), (112) unlésbar ist. 
Wenn pyc ist, so setze man 
r=1, s=—a. 
Nach (108) gilt dann 
A=0, B=b—a. 


Man sieht, daf{i alle Glieder der linken Seite von (112) durch p” teilbar sind, 
dagegen die rechte Seite durch p’ nicht teilbar ist. Deshalb ist das System 
(111), (112) auch jetzt unlésbar. 
Zweitens sei pla, p|o,p xc. Wir setzen’ 
r=1, s=—a+p~'. 
Nach (108) gilt dann 
A=p"*', B=b—a-+ p™'. 
Aus (111) folgt wegen p|B 
z,= 0 (mod p). 
Im diesem Falle sind — wie leicht zu sehen — alle Glieder der linken Seite 
von (112) durch p” teilbar, dagegen ist die rechte durch p* nicht teilbar. 
Wieder ist also das System (111), (112) unlésbar. Wir haben bewiesen, dah 
das System (111), (112) unlésbar ist, wenn entweder (102) oder im Falle 
p\b (103) nicht erfiillt ist. 
In folgendem nehmen wir an, dafi (102) d. h. 


pia . 
und im Falle p|6 auch noch (103) d. h. plc gilt. Wir haben zu beweisen, daf 
dann das System (111), (112) fiir alle r,s lésbar, oder, was auf ~dasselbe 
hinauskommt, dafi a zulassig ist. Wieder unterscheiden wir zwei Faille, je 
nachdem namlich p|c oder pyc ist. 
Erstens sei p\c. Jetzt handelt es sich offenbar um den Fall pic’ von 
(104), d. h. um 
a= ((x—a) (x— 6), p(x—a), p”). 
Hierfiir la{t sich insbesondere im Fall p|6 einfach 
== (x(x—a), p(x—a), p") 
schreiben. Gleichgiiltig also ob pb oder p|b ist, enthalt a das Ideal (86). 
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Folglich ist a zulassig, weil die Zuldssigkeit von (86) schon ausgewiesen 
wurde. 

Zweitens sei pc, also wegen der Annahme auch py6. Wir unter- 
scheiden zwei Falle, je nachdem p*|A oder p"y A ist. 

Wenn p"{A ist, so ist nach (108) p|s, B==rb(mod p). Folglich lautet 
jetzt (111) so: 


(113) r(—0+ Dwn-2,|=0 (mod p). 

: j=l 
Ferner lassen sich die A enthaltenden Glieder in (112) streichen. Wird dann 
noch mit p*-'c dividiert, so entsteht (wegen a—b=—6=+0 (modp)) die 


mit (112) gleichberechtigte Kongruenz 


2 6*/-8r/z;=r (mod p). 
jee 


Diese letztere ist offenbar fiir jedes r lésbar. Zu jeder Lésung laBt sich ein 
2, so bestimmen, da auch (113) gilt, weil z, im zweiten Faktor von (113) 
mit dem Koeffizienten 1 vorkommt. Hiernach ist jetzt das System (111), 
(112) auch lésbar. 

Wenn p* Js A ist, so bestimmen wir die ganzen Zahlen d, A’ mit 


(114) A == p-}-¢A’ (O=d=n—1; pyA’). 
Offenbar sind alle Glieder von (112) durch p*-!-¢ teilbar. Wenn wir also 
beliebige (ganzzahlige) Werte fiir 2,...,2, einsetzen, so la6t sich z, stets so 


{ganzzahlig) bestimmen, dafi (112) gilt. Um z,(mod p) aus (112) zu berech- 
nen, lésen wir die Kongruenz 


(115) A’ A” =c (mod p) 


mit einer ganzen Zahl A”. Dann gewinnt man aus (112) (wegen pla und 
a— b= —b=+:0(mod p)) offenbar 


(116) X + pta” > 6 Be2, = ptA”r (mod p), 

j= 
wobei 6 ' eine ganze Zahl mit 66°'==1(mod p) bezeichnet. Es geniigt die 
Losbarkeit des Systems (111), (116) auszuweisen, denn hieraus folgt nach 
obigem auch die des Systems (111), (112). 

Bezeichne M die 2 x m-Matrix der Koeffizienten auf der linken Seite 
des Systems (111), (116), ferner bezeichne M’ diejenige 2 (m-+ 1)-Matrix, 
die aus M so entsteht, daB man auch die konstanten Glieder von (111), (116) 
(als letzte Spalte) hinzunimmt. Bezeichne ¢ und e’ den Rang modp von M 
bzw. M’."° Wir haben nur . 

Cree 


10 Unter dem Rang mod p einer ganzzahligen Matrix verstehen wir den gewOhn- 
lichen Rang dieser Matrix, indem wir die Elemente im Primkérper von p Elementen deuten. 
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zu beweisen, denn dies kommt nach allgemeinem Satz eben der Lésbarkeit 
von (111), (116) gleich. 

Da stets 0 <0’ =2 und offenbar 1=e ist, so brauchen wir nur zu 
zeigen, daB im Fall 9o=1 auch o’=1 gilt. Ein Blick auf M, M’ zeigt, dab 
dies der folgenden Behauptung 4quivalent ist: Aus 


r ley 
(117) 1 pA" BO = 0 (mod p) 
folgt 

r B 


Zum Beweis nehmen wir (117) an, und unterscheiden zwei FaAlle. 

Fall p|B. \st auch pir, so gilt (118). Ist pyr, so gilt nach (108) p ys, 
folglich nach (108,) p 4A, also nach (114) d>0, woraus wieder (118) folgt. 

‘Fall p¥ B. Nach (117) muB dann pyr, d=O0 sein. Aus letzterem und 
(114) folgt p|A und weiter hieraus nach (108) auch p|s, B=rb=0(mod p). 
Wegen letzteres stimmt die zweite Elementenspalte in (117) mod p mit der 
B-fachen der zweiten Elementenspalte in (118) iiberein. Folglich gilt (118) 
auch jetzt. Die Behauptung haben wir bewiesen. 

* 


Zusammenfassend haben wir bekommen, daB unter den in den sdmt- 
lichen Fallen 1 bis 9 von Hilfssatz 8 angegebenen Idealen a = F(x) eben nur 
die folgenden zuldssig sind. Die samtlichen qa in den Fallen 3 bis 7. Ferner 
(aus den Fallen 8, 9) die Ideale (86) und (104). Man sieht hieraus und aus 
der nach dem Beweis von Hilfssatz 9 gemachten Bemerkung die Richtigkeit 
des Satzes ein. 


(Eingegangen am 31. Dezember 1952.) 


NOJIHbIE UJJEAJIBHbIE KOJIbLIA B OBLLIEM CMbICJE, | 
Jl. PAIK (Ceren) 


(Peswme) 


B xayectae TeOpeTHKO-KOAbUOKOrO aHanOra H3BECTHbIX raMHATOHOBBIX rpynn, aBTOp 
pakbwe OnpenerMA NOAKbIC HAeabHble KOMbLA, KAK KONA, BCE NOAMO/Y1H KOTOPbIX CyTb Meal. 
Ecan CBOWCTBO ObITh HLeaOM TPe6yeTCA TOABKO OT NOAKONEU, TO NONy4aroTCA NOMIC HACANbHBIC 
KOJIbUa B o6uem cmbicae. Knacc aTnx Kone TakoKe AONyCKaeT HC4epnbiBatoulee ONHCAaHHe. 
OxaabipaeTca, YTO BCE |NEMEHTbI BTHX KONE ABAAOTCA anreGpanyeckKHMH CO cTeNeHbIO 
S3, T.e. 4TO KaxKybIh Tako anemeHT ynoBneTBOpAeT anre6panyecKoe ypaBHenue cTeneHu 
S4C yeabimn KOsddHuKeHTaMH, NepBbIi KOadpHuMeHT KOTOPOrO ecTb 1, a NOCTOAHHBII 
ueH papeH hyo. Hacroaman neppad yaCTb AaeT pewieHHe npo6sembI ANA KONeW, nopox- 


AACMbIX OAHHM 3ICMEHTAM, BO BTOPOH %KE 4YACTH HA OCHOBE MPHBEMEHHbIX 39eCb PesylbTAaTOB 
6ynem ucCregOBaTh OOUIHH Cay4ai. 


WERTVERTEILUNG BEI POLYNOMEN MIT LAUTER 
REELLEN NULLSTELLEN UND KOEFFIZIENTEN 


Von 
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 


1. Bezeichnet Re f(z) den reellen Teil der Funktion f(z) im Punkt z, 
so gilt der Satz 

Il. Hat das Polynom 
(1) f(z) = (z—a,) (z—a,) --- (Z—d,), 0, == -*- ZO, 2 O12 -- = Oy 
lauter reelle Nullstellen, bezeichnet D, (p = 1, 2,..., n—1) den beziiglich der 
reellen Achse symmetrischen Deltoidbereich, der die Hauptdiagonale (a,, Qp41) 


und bei der Ecke a, bzw. apy; den Winkel bzw. een besitzt, und bezeichnet 
D, bzw. D, den beziiglich der reellen Achse symmetrischen Winkelraum von. 
der Offnung ss mit dem Scheitel a, bzw. a,, dessen Inneres keine Nullstelle 


des Polynoms f(z) enthalt, so besteht die Ungleichung 

(—1)" Re f(z) = Re (—1)" f(z) =Re f(z) >O0 (k=0,1,..., 2) 
in jedem inneren Punkte des Bereiches D, (k = 0, 1, 2,..., n). 

Die Transformation Z = f(x +iy) = X+iY bildet also den Bereich D, 
der komplexen z-Ebene auf einen Bereich der komplexen Z-Ebene oberhalb 
bzw. unterhalb der reellen Achse ab, je nachdem k eine gerade bzw. ungerade 
Zahl ist. ; 

Dieser Satz ist fiir die auf der reellen Achse liegenden Punkte von Dy 
klar. Wegen der Gleichung Re/f(x-+-iy) = Ref(x—iy) geniigt es ihn nur 
fiir die inneren Punkte von D, oberhalb der reellen Achse zu beweisen. 

‘Wir bezeichnen mit ¢ die Ecke von D, oberhalb der reellen Achse, mit 
gr bzw. wp; (A = 1, 2,...,p; /=ptl, p+2,...,) den Winkel des Drei- 
ecks Ca,a; bei der Ecke a, bzw. a;. Nach dem Satz der AuBenwinkel eines 
Dreiecks bestehen also die Ungleichungen 


(2) ap ihe Gn, TTC aes Sy (81,2, 5.) Psp ly sR). 


Das Gleichheitszeichen besteht hier nur im Falle a, =a, bzw. aps = a). 
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Fiir einen beliebigen inneren Punkt z (Im z>0) des Deltoidbereichs 
D, bestehen offenbar die Ungleichungen 


if eagle ‘ - eer Fs ro a 
(3) ap SS HPS Are (Aya) 0} GO anode %) <5 = 2p) 
(h=1,2,...,p3 J=P+1,p+2,..., 0). 
Aus (3) folgt die Ungleichung 
(4) EAeLE < » arc (a, —2Z)+ i arc (z—a;) = arc f,(Z) < ay 


2 A==I wists 2 
Damit ist der Satz I fiir den Deltoidbereich D,, (p = 1, 2, ..., n—1) bewiesen; 


im Falle arc f(z)| < 5 ist namlich Re f,(z) > 0. 


Fiir einen inneren Punkt (Imz>0) des Winkelraumes D, bzw. D, 
bestehen die Ungleichungen 


or are (z—a,) = arc (z—a,.) = --: 2 arc(z—a,,) >0 


2n 
und 
: = > iS arc (z—a,) = arc f,(z) > 0 
bzw. 
—-> < arc (a, —2) = arc (a,-;—2z) S --- S arc(a,—z) <0 
und 
— > < Ds arc (a, —z) == arc f,(z) < 0. 


Damit ist der Satz | bewiesen. Die Behauptung von Satz I gilt natiirlich umso 
eher, wenn alle Deltoidbereiche D, mit den Winkeln = gebildet sind. 


Der Satz | wird durch den folgenden erganzt: 


Il. Der Satz I ist scharf im folgenden Sinne: 

Ist das Deltoid D, ein Teil eines Deltoids Dj, mit der gemeinsamen 
Hauptdiagonalen (a), Qy.1) (@» > ps1) und haben D, und D), keine Seite 
gemeinsam, so gibt es ein Polynom f(z) n-ten Grades von der Form (1), 
dessen Realteile in zwei inneren Punkten von D} entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen. Enthalt ein beziiglich der reellen Achse symmetrischer Winkelraum W 
den Winkelraum D, oder D, im Innern, so enthdlt er im Innern immer zwei 


Punkte, in denen die Realteile eines passenden Polynoms I) entgegengesetzte 
Vorzeichen besitzen. 


Der Winkel « des Deltoids D* bei der Ecke a, ist gréfer als ~~. Es 
gibt daher Winkel @ und ¥, fiir welche P 


e>8>—, O0<y Fen und t+ > pi—(n—p)y=o>2 
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sind. Dann liegt die dritte Ecke z,(Im z) > 0) des Dreiecks, das die Grund- 
linie (a,, @),1) und bei der Ecke a, bzw. a). den Winkel # bzw. + besitzt, 
innerhalb des Deltoids D? und auferhalb von D,. 
Im Falle a, = @,= --- =a, > Qp-1 = Apy2 = --- =a, hat das Polynom 
Fo(2) = (—1)" f(z) = (@,—z)* (z—a)-1)"" 
im Punkt z, einen negativen Realteil, weil 
arc f,(z,) = p arc (ap—2z,)-+(n—p) arc (z,—apu) = —pe-+(n—p) 7 = —e 


und azw<ow< eb sind. In den inneren Punkten von D, ist Re f,(z) >0. 


Der Winkelraum W enthalt im Innern offenbar einen Punkt z,, fiir den 
IT IT aU iT 
On <are (%—a,) < ra bzw. — On > are (a,—2) > — rey 
sind, jenachdem D, bzw. D, ein Teil von W ist. 
Im Falle a, —a,—-:- =a, hat das Polynom 
fo(2) = (2—41)" bzw. fn(Z) = (Aan —2)’ 
im Punkte z, einen negativen Realteil, jedoch in den inneren Punkten von 
D, bzw. D,, einen positiven Realteil. 
Damit ist die Erganzung II des Satzes | bewiesen. 
2. Ill. Die Punkte der komplexen Ebene, in denen der Wert des Poly- 
noms (1) reell bzw. rein imagindr ist, liegen auf der reellen Achse und auf 
der algebraischen Kurve 


(5) td hee Leah ope Y f(x) —- =U 
(n—1)-ter, bzw. auf der pan 
(6) 1? sre Lay (+45 f(x) — = 0 


n-ter Ordnung. Diese Kurven haben n—1 bzw. n Asymptoten, die durch den 
Schwerpunkt der Nullstellen von f(z) gehen und zur reellen Achse die Winkel 


a wu "7 . 
2. (k= 1, 2, .-5 n—1) bzw. kan (= TZ, 3. git) bilden. 


Die Gleichungen (5) und (6) der Kurven folgen unmittelbar aus der 
Taylorschen Formel 


fle) = fex-+ iv) =F) + 2 OY p(w) = Refle)+Im flr. 
Man kann annehmen, dab’ der ae der Nullstellen von f(z) 


in den Nullpunkt fallt, d.h. f(z) die Form 
(7) f(z) = H+ ALP + + An-2zZ+A, = 0 (A; reell) 
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besitzt. Dann folgt aus 


f(z) =f (r(cos py +i sin g)) = r'(cos ng+i sin ng) + 
+ A,r’~? [cos (n—2) y +i sin(n—2)g]+---+An+r(cosp+i sin p)+ An, 
dafB die Asymptoten der Kurve (5) bzw. (6) durch den Nullpunkt gehen und 
ihre Winkel der Gleichung SU 
sin @ 
Wir bemerken, daf wenn die Wurzeln des Polynoms alle verschieden 
sind, f(z) in den Punkten jedes endlichen Bogens B der Kurve (5) dasselbe 
Vorzeichen besitzt. Gibt es namlich auf B zwei Punkte z, und z, mit f(z,) <0 
und f(z) >0, so hat f(z) auf B mindestens eine Nullstelle z,. Der Punkt z, 
liegt auf der Geraden y—O. Es gilt also infolge (5) aufer f(z,)—0 auch 
f'(z%) =09, was der Einfachheit der Nullstellen von f(z) widerspricht. — 
Hat das Polynom f(z) die Form (7), so hat die Kurve (5) im Falle 
n=3 die Gleichung 


= 0 bzw. cosng=0 geniigen, w. z. b. w. 


f(x) — 2 FE) = 3x4 A,—y—0. 


Sie tst also im Falle A, + 0 eine Hyperbel, deren Scheitel in die Nullstellen 
der Derivierten von f(z) fallen. Auf dem rechten bzw. linken Hyperbelzweig 
hat das Polynom f(z) dritten Grades positive bzw. negative Werte. 


3. Beziiglich der Wertverteilung der Polynome mit lauter reellen Null- 
stellen auf einer zur reellen Achse parallelen Geraden gilt der Satz 


IV. Bezeichnet f(z) ein beliebiges Polynom n-ten Grades mit lauter reellen 
Nullstellen, ist 2)>—=X + t¥. (Yo >0) und bezeichnet © bzw. U einen beliebigen 
inneren Punkt der Strecke 

= (2, %=At2ZYW tg | oder S.—= (2. 2p = %— 2 tg =| 
bzw. | : 

7 
Ss; = (2, Z, == MtI™Yy tes | oder S, = (2. Z,== 2% —2y, tg fiah 
so ist das Verhdltnis 
V=f(S):f(%) bzw. V’—f(e’): f(z) 
keine positive bzw. keine reelle Zahl. 


Wahrend ein Punkt z die Strecke S, bzw. S, von z, ab _beschreibt, 
nimmt die Funktion 


(8) $u(Z) = arc (z—a,) (he 1, 22m ah 
wo a, die Nullstellen des Polynoms f(z) bedeuten, offenbar stetig und monoton 


ab bzw. zu. Erscheint die Teilstrecke (z,, 6) von S, bzw. S, vom Punkt a — 
aus unter einem Winkel w; bzw. w;, so sind | 
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Px (Zo)—Fx(s) = O% bzw. Gx(%)—Ga(b) = — or 
und 


~ F() 


arc Fe = Sine) w= Yor Pe ae fle) Ss 


Teena ara) Fhe 


(2) Sai Fel 
Die Strecke S, bzw. S, erscheint vom Punkt x,+ pee bzw. 
n 


—yp tg = der reellen Achse aus unter dem Winkel 2—., von jedem 


anderen Punkt der reellen Achse aus unter einem Winkel ype Eine 
n 


Teilstrecke von S, bzw. S, erscheint also von einem Punkt a, aus unter einem 


Winkel * . Hieraus folgt, daé 
20 270 F(2) 
aw < — ao” < — * und arc 7) == 0 (mod 2:7) 


sind. Ebenso kann man beweisen, dab 
f (20 
f() 
ist. Damit ist der Satz IV bewiesen. Dieser Satz gilt leicht ersichtlich auch 
dann, wenn y, negativ ist. 


arc == 0 (mod :7) 


Der Beweis zeigt, daf S20) nur dann positiv ist, wenn 


7@) 
f@) =(z—-x—y tg 2 


\n 


ist. 
Auf eine ahnliche Weise lat sich der folgende Satz bewéisen: 


V. Hat das Polynom f(z) n-ten Grades lauter reelle Nullstellen a, und 
bezeichnet © einen beliebigen inneren Punkt der Kreisscheibe K 


|Z—2)| a lyo| sin — » m= Xo+lYo (Vo =e 0), 


so ist das Verhdltnis V(S) = f(6): f(z) keine negative Zahl. 
Die Strecke (z,, 6) erscheint von einem Punkt x der reellen Achse aus 


5 . Pa 
unter einem Winkel (x) < as 


Sind nun 

o(a) =o, und += arc = » [Pel oe (k=, 2, 7, n), 
so sind |%,| = ,. Es kann angenommen eden daB 4, =, ist. Liegen 
dann die Punkte a,, @.,..., @, DZW. Qp+1, Qp+2,+.-, @_ an der einen bzw. an 


18 Acta Mathematica 


274 GY. SZ..NAGY: WERTVERTEILUNG BEI POLYNOMEN 


der anderen Seite der Geraden g durch das Punktpaar z,,¢ und fallen die 
iibrigen n—gq Nullstellen von f(z) auf g, so sind 
F;, rama 6) FT dt; = —0O;, O= 0 


(sal P2, «205 DS fe Ps Gt 


und 
q 


n Pp 
2 = arc VGj== DPS == Pa —_— > O;. 
k=1 n= 


j=ptl 


Daraus folgt die Ungleichung 


|O| => 1%|/ => wo ss UY orice 
k= k= n 


Damit ist der Satz V bewiesen. 

Der Beweis zeigt, daB V(¢) fiir einen Punkt ¢ des Randkreises von K 
dann und nur dann einen negativen Wert besitzt, wenn f(z) = (z—z.,)" gilt 
und ¢ mit einem der Beriihrungspunkte der Tangenten von x, zu K zu- 
sammenfallt. 


(Eingegangen am 20. Juni 1952.) 


PACMPEJIEJIEHHE 3HAYEHMA NOJMHOMOB C JEACTBUTEJIbBHbIMU 
KOI®MULMEHTAMH UV JIEACTBUTEJIbBHbIMU KOPHAMM 


A. C.-HA/[b (Ceren) 


(Pe310 Me) 


SHak BeELLECTREHHOW 4YaCTH NOAHHOMA 
f(2) = (2 —4)) (z— a). . .(2—a,), Gy = Oy ae ee ly 
as A WT 
BHyTpH AerTouAa D, (1 Sp=n—1) C raapHoun Anaronanen (a,,4,41) H C yraaMH — H 
P 


a 


y BEPUIHH a, HW d,+) COOTBETCTBEHHO, pabeH 3Haky ( 1)’. Tlogo6Hoe HMeeT MeECTO BHY- 


be sf 
Tpw O6nacten Dy uw D,, rane Dp w D, cyte ,yroanble npoctpancTBa* yraa 7 CHMMETPHYEC= 


KHe OTHOCHTEAbHO [CHCTBUTEABHOM OCH, C BEPUIMHAMM 4, H G, COOTBETCTREHHO, He Conep- 
*WKAULHE BO BHYTPEHHOCTH KOPHeH d,. 

Caasnpie O61aCTH KOMMACKCHOH MAOCKOCTH BK KOTOPbIX BeUeECTBEHHAA YacTE f(z) 
COxpaHHeT 3Hak, OrpaHnyenbI anreOpanyecKkon KpNKOK NopagaKa n. B npeneabnnix ToO¥KaXx 
BeueCTBeEHHaN 4acTb f(Z) O6paumaeTcH B HY.Ab. 

Toukh B KOTOpbIX 3Ha4¥eHHe f(Z) BELLECTBEHHO, PaSMELIEHbI BAOAb TeHCTRUTE.ThHOH 
OCH WH Ha alre6panyecKkon KpuBon NopsyKka n—1. Ecan Kopun f(z) pasan4uni, TO Ha 11060i 
KOHEYHOM AYrH STO KPHROH f(Z) HMeET OAHH H TOT KE 3HaK. 


ON THE ZEROS OF POLYNOMIALS 
By 
A. RENYI (Budapest) and P. TURAN (Budapest), corresponding members of the Academy 


1. This: paper deals with the method of D. BERNOULLI, N. I. LOBA- 
TSCHEWSKY’ and N. GracFFe’ devised for the approximative solution of algebraic 
equations. In the usual form‘ the method asserts that if 


(1.1) To(X) = Geo + AX +... + nox" =0 (d.¢==1) 
is the equation to be solved, with the zeros z,, 2,.. -»2, where 
(1. 2) Pee teeta [98 eagle, |, 
then we have to form the so-called Graeffe-transforms f(x) defined by 
(1.3) f(x) =(—1)"f-1 (x) A-1 (Vx) (v=1,2,...). 
If 
(1.4) So(X) = Qu + Qyx+... + Guy x" (Qnv = 1), 
then the method asserts that 

\z,| = lim [Seb |?” 

1 

|Z2| == lim eee 
(1.5) : <r Qn- lly 

fear tinny oe a 

v>ono| Atv 


Curiously enough the method was used until 1930 without hesitation for 
small v-values and without estimation of the error, nothing said about the 
condition (1.2); without this restriction the rule is false in general. After- 
wards, in the papers of R. SAN JUAN,” A. OsTROWSKI® and the second-named 


1D. Bernouttt, Commentationes Petropolitanae, 8 (1728). 

2H. WU. Jo6auesckun, AnreOpa ua BbluncneHHe KOHeYHBIX (Kasanb, 1834). 

3 N. Graerre, Die Auflésung der héheren numerischen Gleichungen (Ziirich, 1837). 

4Seee.g. A.C. Besuxosu4, MMpw6nrwxexuHple BbIdHCIeHHS. 

6 R. San Juan, Compléments a la méthode de Graffe pour la résolution des équations 
algébriques, Bull. des Sciences Math., 59 (1935), pp. 104—109. 

6 A. Ostrowski, Recherches sur la méthode de Graeffe et les zéros des polynomes 


et des séries de Laurent, Acta Math., 72 (1940), pp. 99—257. 
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author’ are contained the first modified forms of this method which work 
with finite v’s, give estimations for the errors and are valid without the 
restriction (1.2). Replacing (1.2) by’ 

(1.6) | 2a | SS [Zu1 |S. se a] Sl 

and restricting ourselves to the approximation of |z,|, the rule of OsTROWSKI 
and the first rule in’ both form the first » Graeffe-transforms and obtain 
approximative values 7, resp. 7, for |z,| in terms of a;,, so that 


Cathet 
(1.7) (4) < eu ae 
and 
(1.8) (A) < 4legy 


The remarkable fact in both estimations (1.7) and (1.8) is that they depend 
only upon a and ?, i. e. not upon the coefficients of f,(x) and give exactly 
the same bounds. 

2. In’ the author has expressed his opinion that his procedure can be 
imbedded in a chain of procedures (some of which give narrower bounds) 
working with the v" Graeffe-transforms. In this paper we shall show that 
this opinion was right. Indeed, we shall show the correctness of the following 

Rule J. Let us form with the coefficients (1.4) of the »" Graeffe-trans- 
form f(x) of fo(x), with M = [n’log(2n*)}+2 the sequence s,,5,..., Sy 
successively from the system of recurrent equations 

Si + Qn-1,»=0 
S++ An-1, vS; + 2An-2, » = 0 


(2.1) Sn + Qn-1,9Sn-1 +... + 2Q0,,=0 
Sntt + An-1,9Sn+. F ~+ QoS; a () 
Sau + Qn-1, vSar-1 t+... + QovSar-n = 0. 
Then we have 
dy Rag cern Atte <= Gelses Ps 
i el Ayers big: : 
max  |s;| ‘| n 
mb Dwis MW 


7 P. TurAn, On approximative solution of algebraic equations, Publ. Math. Debrecen, 
2 (1951), pp. 26—42. 


8 Obviously (1.6) is a notation only and contains no restrictions, in contrary to (1.2). 


ON THE ZEROS OF POLYNOMIALS 277 


With the notation 
32) [® max [si = Te 
2 Ae & 

we have three approximative values for |z,|, namely 7,, 7% and 7,’. Owing 
to the rule I, 7)’ gives the closest approximation, but needs obviously the 
greatest computational work. Rule | in itself gives no scale of rules, such a 
scale is furnished by the more general 

Rule //. With an arbitrary « in O<e<1 and 


(2. 3) n—|* log 2A} 4-2 
form the system analogous to (2.1) but ending with the equation 


Sn + Qn-1,ySn-i1 t+... + Q0,vSN-» = 0. 
Then we can again successively determine s,,5.,...,Sy and we have 


as a) = [war ar) Te ( aa ie 


Ses 172 NECN 


Rule I follows from rule II taking o—t, hence it suffices to prove 


1 


rule II only. For es We have 


N= [2n log 4n] +2 


g-Vv 


. ‘eg 2-V 
and the corresponding bounds in (2.4) became (4) , 2 . These bounds 
are identical with those of rule | in’. Wehad there however to form 


L252 
r= max isl? 

j=1,2,...,2n 
this means that by greater computational work we obtained an approximative 
value, which is not better. The computational work with the approximating 
value 7; is also considerable; we emphasise again the importance of the 
conjecture expressed in’ that for a suitable c>1; independent of n, we have 


already 


25 n e Eich 
be) ( max is 
fee, alta 


A comparison of these with the rule II shows that probably in (2.3) one can 
replace N by an N’ of the form 

N’=[ea(e)a); 
the truth of this conjecture would diminish considerably the necessary calcu- 
lations. Further remarks on this subject can be found in 7. 
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As the example 

Z=1, 2W—2%a=—...=2Z=—0 

shows, we can have for an arbitrary large integer N” 
|21| 

ae 

| max iss | 

J : ny y 


vere eey 


i. €. one cannot replace in (2.4) the quantity (1—«)*~” by another one, 
less than 1. 


3. The paper’ was one of a series of papers dealing with the various 
applications of a central idea.” This idea was to estimate from below sums 
of the form 


(3.1) 


where the numbers 0; and w, are arbitrary complex numbers, by max 


| j=l 


it 
W3\ 


\ 
ga). 2 n 


resp. by min [wil when ¢ is an appropriate integer from an ‘interval 
j= 


eee 


(m+1, ae ee a non-negative integer). The deepest result of this theory 
is the inequality 


\n 


: t n , 
(3. 2) max Jobe + Baws) = [pega my |d.+...+,| 


m+1St=min 
t integer 
if 
(3. 3) == |w,|2|w,|=...2|m,l. 
The result so obtained for m=@ is rather weak, even in the case 
(3. 4) 6, == b= «c= 0, ee 1S 
the main tool of the proofs for the rules in’ was a direct approach for this 
case. So we obtained in’ the inequalities 


(3.5) max. Iwi wht... +wa] = >— 7°82 _, 
1<t= ttate tt 
é Integer 2 n 
(3. 6) max |wi+...+w)| = u. 
1sSt=2n 2 
t integer 


The conjecture (2.5) would follow from the proof of 
(3.7) max |wit+...+wi|=c. 


IstSn 
t integer 


* For a detailed exposition see the forthcoming book of the second-named author 
entitled Uber eine neue Methode der Analysis und ihre Anwendungen. 
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The proof for the rule II of the present paper will be based on the inequality 


(3. 8) max |wi+...+wi|=1—s 
4 haw 


where N is defined in (2.3) and (3.3) holds. I. e. the lower estimation in 
(3.8) is better than in (3.5) and (3.6), but the range of ¢ is bigger. But 


more generally for the general expression > iw; one can obtain for m-=0 


an estimation, in a certain respect better than (3.2), in an important special 
case which may be called for a certain reason Dirichletian case. This will 
be given by 


THEOREM I. Putting 
f= > 6%}, 
3=1 


we suppose that the w,’s satisfy (3.3) and the b,’s are positive. Choosing 
satisfying the restriction 


(3.9) O<e< min(1, gees Lf 
we define 

0)... 2f(0 
es eo 


Then we have 
max |f(t)|=6,(1—2). 
Vinee! 
For 6, = 6,-=...—=6,—=1 we have obviously got again (3.8). 
Next we deduce from (3.8) the rule II, in the following § we prove 
theorem I and in the further §§ we treat the similar problem for integrals. 


4. Hence we turn to the proof of rule II. The quantity s; is obviously 
the jt" power-sum of the zeros of f,(x), i. e. 


nr 
eg 
7 soe 


Hence, owing to (1.6), for a// natural j’s, we have 
Is|salal”, 


i. e. this will hold choosing j/=/,, where 
1 
[sj] max |s)|’. 

j=l, 2,0.05.N 
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pipe sd 
|si,[ Sn |z,|"” = alz,|”, 


2 

ve 

(\s,,) 

which gives already the lower limitation of the rule Il. To prove the upper 
limitation, we apply (3.8) with 


w= (2) (ian. 2 ean 


4) 
Then there is an integer ¢, with 1=%,=WN such that 
[Sel = I—e, 
| 2,|? ty 
1 
iy POC 1 a 
“J <= b= hg 
ia Shr, bins i—e eave s 
Te, 


|z,| Topas 
aye" \i—s 

max 5? | 

1<j=N 


which completes the proof of the rule II. 


5. Now we turn to the proof of theorem I. Without loss of generality 
we may suppose 


(5.1) wine. 
We consider for |z|>1 the function 
n b; 
Suz rn 
(5. 2) 82) = Fay 
Since 'w;|=1, g(z) is here regular, i. e. we have from (5.2) for |z|>1 
f(”) 
(5.3) gy — > £0). 
If R>1 (we shall fix the value of R only later), introducing the notation 
max |f ¥)| =U, 
lSveM, 
v integer 


we obtain from (5.3), owing to the positivity of the 6,’s, 
(Rs +U( it tt ge] +O (pea t--.)< 
R Roars ee Reo 


(5.4) elie, Ha ery 
R | R(R—1) R™(R—1) 
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On the other hand we have, using also ay 1) and (3.3),'° 


(5. 5) g(R)| 2 Ng(R) = p> “5+ b; Ap ' 


ah 


Now we observe that 
] 1 


“ R—w; = R+1’ 
hence from (5.5) and (5.4) we get 
b, b.+...+6, b,+...+0, it... +b, 
6.6) hy tent Oe 2 te tO bbe tbe | OU 
R—1 R44 R R''(R—1) R(R—1) 
Choosing 
(5.7) Re ue 


fe 
te \s 
(,+...+0,)—A (145) 
the condition R>1 is fulfilled owing to (3.9). Since 


pe tiie be Bae kb ahi | 


Pai Ra Rete —R(R=1).’ 
(5.6) gives 
(5.8) U=b, (i—£)—e+. +b) REM, 
Now from (5.7) _ (3. 9) ; 

los Be ee | ne be be 


> 
R ee ceuel) day = 0,5. 4-D, 
‘and using the definition of M, in (3.10) 


ee £ [LO 1952 . 
eres) (1 fey log Hees 6, m= 
x f(0) af o. be 2 oO, 

= exp he log =——— “F(0) | 


putting this in (5.8) we obtain 


U=b, ESE AE b,(1—2), 


indeed. Q. e. d. 
6. The expression 


f O= 2 byw; 
— in the important case, when the w,’s are of the form wWji= e’*) with real 


10 z denotes the real part of the complex number z. 
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a,’s and the 6,’s are positive — can be brought to the form of a Fourier— 
Stieltjes integral | etd F(x) with a non-negative non-decreasing F(x); if 


@, >_>... > an, take simply 


F(x)=0 for —o% <xX<@, 
FE(x)}e=20; {Of @ SX < ei, 
F(x) = b, + Dy-1 for @n-1) SX<Gn-2, 


F(x) =6,+...+0 for @,=x<a@,, 
F(x)=O,+...+5, for a, =xX< ce. 
The extension of the whole theory, mentioned in 3, to Fourier—Stieltjes integ- 
rals seems to be very desirable in particular with regard to possible appli- 
cations to the study of characteristic functions in probability theory. As a first 
result in this trend we prove 
THEOREM II. /f F(x) is positive and non-decreasing on the real axis 
such that 


(6. 1) F(+0)— F(—0)= 4>0 
and 
(6. 2) | dF) =1, 
then, if 
(6. 3) O0<e< min (1, 20-4) 
we have 
(6.4) max | | 2 dF(x)| = 4018). 
1svs2+[ tog st] -@ 
y integer 


Since the proof is very similar to that of theorem I, it will suffice only 
to sketch it. We denote the expression on the left of (6.4) by V, the quantity 


1 Y 4 
6. ames 
(6.5) 2+|1 tog Z| 
by L and choose 
(6. 6) Row | pomee Stes), 
I—(1+5)4 


Then we have on one hand 


( dF(x) 1 2 stl py. 
ReGnan +2 Fak d F(x) 


-o@ = & 
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and on the other hand 


it és aa” alee | 
R—e'* ~ R—-1'R 


Hence as in the previous proof 
4 Loma ol V 1 
R—1 R+1 R_ R(R—1) R°(R—1) 
Replacing R by its value in (6.6) we obtain 


plat RL ESS 


— 
cs bak 


apes R oR(R—1) ”’ 
ne. 
sas fare Salons led 
(6.7) ved | Re. 
Since 
log st eps 
Fa ay 


azn} (t+ [3-2] jae] 2, 
we obtain indeed from (6.7) 
V = A(1— 28). 


7. In all the rules mentioned above, the upper limitation is generally 
the better one. It would be at the same time of theoretical and practical 
interest to modify the procedure so as to improve the /ower limitation at a 
fixed ¥-value. 


(Received 5 January 1953) 
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O KOPHAX MHOPOYJIEHOB 
A. PEHbH u I. TYPAH (Byganeurt) 


(Pe3 Me) 
B pa6ote soKasbipaeTca Cnenyroulad TeOpema I: IlycTb W,, Wo,..., W, KOMMMEKC- 
Hble unc.ia, |wW,| |W. |=... \w,| HW O,,0.,..., 5, MOAOKHTeAbHBIE 4YHCIa; NyCTb 


f= > b,w5 (t=0, een) 
7=1 


Torfja 
max - \f()| = 6, —2), 
rae ei 
Mae ioe EASE pe i" 0<e< min [5 =ZO—*) ), 
bye be 6, 


Kak CeQCTBHe 3TOH TeOpeMbI NOAyYaeTCA CAeAYIOWHK Pesy.bTaT: NyCTb 
filx= > ax, L.0=(-DL4iANX)S.1C Ve) = =1,2,...), 
k=0 


f= > a,,x* (a,,= 1) 
i= 


H onpenelHM 4HCAa Ss, (K=1,2,...,N) 43 CHCT€EM IHHEHHBIX ypaBHeHHiK 
k=1 


>) $j Bj, whe AH Ba y=O0 (k =1, fees 53 n) 


J=0 


DD, SpajQnozy 0. (h== 2-1, ...,N), 
j=0 


Tora eC.M Z; O6OsHa¥aeT HaHOOMBUION NO MOMyAO KOPeHb ypaBHerHsA fo(x) = 0, TO HMeeM 


Phe |2,| = en 
(= = Seay (tee) 


2n 


ecm O<e<1 nun N= |= log "| 42 Takum O6pa30M momy4aeTCA TOU4HBIE papuanT 


meTona PEpny Vin FAM et ede eee Dare 


Ecan BMeCTO CYMMbI > b;w; nOcMOTpHM xapakTepucTuyeckyio dbyHKunw f(t) = 


g-1 
+a 
= | e''rd F(x) HeKOTOpOK cbyHKUMH pacnpefenenna F(x), ana KOTOpoK F(+ 0)— F(—0) = 
-@ 
: 2(1— 4) 1 or 
=4>0, torna ann O< « < min (1, ] m—|71 — 3 
i A H a a, tare -+-2 umeem TeEOpemy 2: 


max O|240 9. 


t=1, 2, 


A MOMENT PROBLEM FOR SELF-ADJOINT OPERATORS 


By 
BELA SZ.-NAGY (Szeged), corresponding member of the Academy 


1. Introduction 


In a recent paper' R. V. KADISON proved a theorem called by him “The 
Generalized Schwarz Inequality”, and has applied it as a crucial tool in 
establishing some algebraic invariants for operator algebras. This theorem, in 
its simpler but equivalent form, reads as follows: 


Let X be a compact subset of the reals, and let C(X) denote the space of 

all continuous (real) functions f(x) on X. Suppose there is given a map 
fix) — B; 

of C(X) into the set of all bounded self-adjoint operators on some Hilbert 

space %, which is linear, order preserving and of norm =1, i.e. such that 

A) Bae, p,pefy = C1 By, + OBy,, 

b) if f(x) = f(x) on X, then B, = B,,,’ 

c) ||Brll = IFIP 
Then the operators corresponding to the functions x and x’ satisfy the inequality 
(1) B. = By. 

Since this assertion refers only to the functions x and x’, it is more 
natural to suppose that the map is defined originally only for the functions x” 
and their linear combinations with real coefficients, i.e. for the real polyno- 
mials in x. Since these polynomials p(x) are dense in C(X), and since 
||P. —Pm||<¢ implies, by a) and c), that ||B, —B,,,||<., it is easy tho show 


1 R. V. Kapison, A generalized Schwarz inequality and algebraic invariants for opera- 


tor algebras, Annals of Math., 56 (1952), pp. 494—503. 
2 For two bounded self-adjoint operators A and B, A= B means that (Au, u) > (Bu, u). 


for all w€. 
3 For a self-adjoint operator B: 


Ulla De ere | if Si beh gedlgt o Bb. OB a; u)|; 
\|f|| = max |f(x)|, 
rex 


this maximum being finite and attained since X is compact and f(x) is continuous. 


for an f(x) € C(X): 


286 B. SZ.-NAGY 


that such a map may be extended by continuity to a map of the whole space 
C(X), and that the conditions a)—c) are hereby conserved. 

Observe also that it suffices to suppose c) only for the particular func- 
tion f(x)=1, i.e. that 

c’) |B,|| 1. 

Indeed, for an arbitrary f(x), the obvious inequality +/(x) = ||f|| implies, by 
conditions a) and b), 
+B; 3 ||f| B,, 
and this implies, by c’), 
| By|| = lA)! (Br!) S If. 

Thus, writing A, instead of B.«, we can formulate KADISON’s theorem 
in the following more general form: 

THEOREM 1. Let X be a compact subset of the reals, and let A,, A,, A2,-.. 
‘be a sequence of bounded self-adjoint operators on the Hilbert space §, satis- 
fying the following conditions : 

Sy EF Cotaxtaxre+...+¢,x" 20 on the set X, 

(€x) | then cfAa-c, A; SQ Ae: ARI; 

(8) ||Ao|| = 1. 

Then we have the inequality 
{2) t= A;: 

In the present Note we intend to prove this theorem by a method, 
entirely different of KADISON’s, which is powerful enough not only to yield 
the inequality (2), but also to characterize in a constructive manner all the 
sequences {A,} satisfying the above conditions, or, more generally, the con- 
dition (zy). As a matter of fact, condition (@) serves only for a normaliza- 
tion; if a sequence {A,} satisfies only (@y) and if A,=+ O, then the sequence 


iar Ax| satisfies both conditions. Thus, if we drop condition (8), we get 
instead of (2) the inequality 
(3) Aj = || Ay|| Ao, 
at least if Ay+-Q. Since +x =||x||, we have, by (@x), +A,S||x||Ao, thus 
A,= O implies A, =O, i.e. (3) holds also if A, =O. 
2. Proof of the inequality 

. First we observe that (9) implies 
(4) Ay =I. 

Now choose an arbitrary w€{) and consider the moment problem 


|x¥dm(x)=m, with u,—(Aeu,u) (kK =0,1,2,...). 
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Since, by (e,), 


Cotto TF Ck Poe F CnMn = ((CpAQ + CA, +... +, A,)u, uv) = 0 
whenever 
; CotaX+...tenx"=0 on X, 
our moment problem has a solution m(x), and this is a non-decreasing func- 
tion whose points of increase lie in the set X, i.e. it is constant on every 
open interval contiguous to X. If [a,6] is the least segment containing the 
compact set X, then m(x) is constant in particular on the half-lines x<a 
and x>06. Moreover, this solution is fully determined if we require that 
m(x)=0O for x<a and that m(x) be continuous from the right. Let us denote 
.the thus normalized solution, showing its dependence on the element u ED, 
by m(u; x). 
To any couple u,v of elements of § associate now the following func- 
tion of x: 


m(U, v; x) = [mu to; x)—m(u—v;x)+im(u-+ iv; x)—im(u—iv; x)]. 


Since there is an analogous relation between the bilinear form (A,u, v) and 
the quadratic form (A;,u,u), we obtain the relations 

(5) | x* dm(u, v; xX) = (Axu, v) (KO), Laas i), 

The functions m(u,v;x) are also normalized in the same sense as the func- 
tions m(u;x), thus they are fully determined by the elements u,v; we have 
in particular m(u,u; x)= m(u; x). Since the right-hand side of (5) is, for 
each k, a (hermitian) symmetric bilinear form in u,v, and since the solution 
m(u, v; x) is uniquely determined, it follows that, for each value of x, m(u, v; x) 
is also a symmetric bilinear form in u, v. Moreover, m(u; x) being nan-decreasing, 
we have, by (4), 


0 <= m(u;x)=m(u; ©~)= i dm(u; xX) = (Aout, u) = (4, u), 


thus the quadratic form corresponding to the bilinear form m(u,v; x) has, 
on the unit sphere |/z||—=1, the bounds O and 1. * 
It follows that -there exists, for each value of x, a bounded self-adjoint 


operator F(x) on § such that 
m(u, v; X)=(F(x)u, v) for all u, ve 9; 
and we have ; 
F(x) S F(x) for x<x, F(x+0)=F(x), F(—~)= O, F(cc)=A). 
The relations (5) can then be written, symbolically, in the form 


(6) A= [xtdF(x)  (kK=0,1,..). 
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Put 

Wel Cara Oh eae 

bs F(X) ol- Lec Aso Had ieee: 

As 1—A=2O by (4), we have 

(1) F(x) <F(x’) for x<x, F(x+0)=F(x), F(—~)=0, F(~)=/, 

i.e. the family of operators {F(x)} enjoys the properties of a resolution of 
the identity with the exception that it does not consist in general of projec- 
tions; as a matter of fact, we know only that F(x) is, for each value of x, a 
self-adjoint operator on §. Since the difference F(x)—F(x) is constant on 
the half-lines x <0 and x =O, and since x* vanishes at the point x —O for 
k =1, the equations (6) remain valid, for k = 1, if we replace F(x) by F(x), 
i.e. we have 


(8) Av= [xtdF(x) — (k=1,2,...). 


F(x) = 


Now we recall a theorem of M. A. NEUMARK‘ asserting that each one 
parameter family {F(x)} of self-adjoint operators enjoying the properties (7) 
may be represented in the following form: 


(9) F(x) = P, E,(x) 


where {E,(x)} is a resolution of the identity (in the proper sense, i. e. con- 
sisting of projections) in a suitably defined Hilbert space ), containing the 
original space as a subspace, and P, is the projection on the subspace 
.° Moreover, it may be required that F,(x), as a function of x, have the 
same points of increase as F(x). 

Using a representation of this type (9) in our actual problem, it results’ 
from the equations (8) that 


(10) Av=P, [xdE.(x)  (k=1,2,...), 
or, putting iat 

-_ | xdE, (x), 
(11) A, = P, A‘ (k= 1, 2,...). 


A, is a self-adjoint operator on $,, whose spectrum o(A,) consists of the 
points of increase of the function F(x), i.e. of the points*of increase of the 


‘M.A. Hanmapx, Cnekrpanbupie dpbyHkuHh CHMMETPHYECKOrO Onepatopa, Hapectua 
Akan. Hay CCCP, cep. mar., 4 (1940), pp. 277—309 (English summary pp. 309—318); 
O6 OfHOM MpeACTABNEHHH ALAHTHBHBIX ONepaTOpHEIX yHKWHH MHOKECTB, JlOKNagH Axan. 
Hayk CCCP, 41 (1943), pp. 3734-375. 

5 Of course, equation (9) is to be understood in the sense that the operators are 
equal when applied to the elements of the original space 9. 
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function F(x) and, in the case A, + /, also of the point x =O. Thus 
O(A,)SX if A=—IJ, of(A,)SX+{0} if Ay +1. 

It should be remarked that these informations on the spectrum of A, 
are of importance only in the problem dealt with in the following section; 
for our actual task to prove the “Generalized Schwarz Inequality” they are 
not necessary. 

Indeed, inequality (2) results immediately from the representation (11) since 
for an arbitrary u€ we have 

(A,u, u) = (P, A®u, u) = (Au, u) = ||A,u|P = 

= ||P. A,u|P = (A, P,A,u, u) =(P,A, P,A,u, u) = (Alu, u). 
Moreover, we see that (A,u,u)—(Aju,u) only if P,A,u—A,u, i.e. if 
A,u€. Thus we have A,= Aj only if A, maps © into itself. According to 
(11) we have in this case A,— A, (in 6), thus A, =A‘ (k=1,2,...). 

So we have proved the inequality (2) and, moreover, the following 
completion of Theorem 1: 

In order that under the conditions of Theorem 1 we have 

Ai = A), 
it is necessary and sufficient that 


3. Construction of all sequences {A,} 


If A,—=/, then the representation (11) holds also for k = 0, and, in this 
case, we have o(A,)&X. 

Conversely, any sequence of operators A, on the Hilbert space 6, 
which may be obtained by means of the formula (11) from an arbitrary self- 
adjoint operator A, with o(A,)©& 4X, on an arbitrary Hilbert space 6,2, 
satisfies the conditions of Theorem 1; indeed we have A,=/ and, for an 
arbitrary polynomial p(x) =c,+Gx+...+¢,x" which is =O on X thus a 
fortiori on 0(A,), 

(Ao. - + Cn An)u, U) =(P, p(A,)u, u) =(p(A,)u, u) = 


= | p(x) dE, (x)u, w) = 0. 


So we have obtained a kind of “parametric representation” of all 
“sequences {A,} of self-adjoint operators on which satisfy condition (« ,) 
and for which A, =/. . 

The problem of finding all sequences {A,} satisfying (@,} and beginning 
with an arbitrary A, (we do not suppose even (@)) may be solved as follows. 
We have, at any case, as an immediate consequence of (¢,), 

As = 0. 


19 Acta Mathematica 
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Suppose first that A, is definitely positive, i.e. Aju—O only for u—0O, 
1 


and let us denote by R the positive square-root A, of Ay. Since 
|| Ru|’ = (Rea, u) = (Aou, u) = 0 

only for uO, it follows that R™’ exists as an (in general unbounded) self- 
adjoint operator with domain D dense in §. 

Let Me=||x*|| = max |x*|; since +x*=M, on X, (ay) implies 
+ A, =M,A\, i. e. 
(12) |(A,u, u)| = Mx (Aou, u) 
for all w€. Hence 
(13) |(AkR“v, R'r)| S Mi(ApR ev, R'v) = Mi (R° Rv, Rv) = M,C, v) 
for all v€D. Consider the symmetric bilinear form 

(v|w), = (AxR'v, Rw) 
defined on the linear manifold D. It is well known that |(v|w),| and |(v|e)x| 
have, under the conditions ||v||—1, ||w||—=-1, the same lowest upper bounds. 
Since |(v|v)x| = M. for ||v|/| 1 by (13), we have also |(v|w),|= My for 
ol =1, |lw||=15 thus 
\(v|w)x| = My||v]| || w|| for all v, wED. 
For a fixed v, (v|w), is therefore a bounded conjugate-linear form in w on 
D. Since R™ is self-adjoint, it follows that A,R™'v is in the domain of R™;. 
moreover we have, by (13), 
\((R'A, Rot, v)| = Mi (2, v). 
Thus the symmetric operators 
B.=R'*AR* (k=0,1,...) 

have all the domain D and are bounded on D. Then they may be extended’ 
to the whole space § by continuity; B, has, in particular, the extension, /. The 


(extended) operators B,, satisfy the condition (@,), for, if co +¢x-+.. Yh =0 
on X, then 


((CoBo+6,Bi+...+CnBn)v, v) = ((CoAo +0 Ai+... + ¢nAn)R'v, R™ v) = 0 
for v€D, which implies c)/+¢,B,+...+¢CnBn2=O on § by continuity. 


Applying our above results to the sequence {B,}, we see that there is a. 
répresentation 


B,. =P, A’. (k=0,1,...) 
with a self-adjoint A, on some Hilbert space 6,2, and with 0(A,)GX- 
Since Ru€®D for an arbitrary u€, we conclude that 


R‘A,u == R"A,R"'Ru=B,Ru=P, A* Ru, 
) Pal = 


(14) Ar= Ay P,A. AS = (kK=0,1,...). 
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It is obvious that, conversely, all sequences {Ax} which may be obtained 
in this way from the given A, and from an arbitrarily chosen A. with 
0(A,)&X, satisfy condition («,). 

At last, we get rid of the assumption that A, be definitely positive. 
Let % be the subspace of formed by those elements w for which Aju — 0 
and let % be the orthogonal complement of M. 


It follows from (12) that A,w—0O implies (A,u,u)—O0, hence also 
((M, A,— Ax)u, u) =0; since M,A,— A; 2 O, this implies (M,A,—A,)u =O, 
thus A,u 0. We have thus the result that the subspace M@ is mapped on 
the element 0 by each operator A,. 


If ve N, then we have for all uEeM 


(Ax, u) = (v, Ayu) = (v, 0) = 0, 


, 


thus A,vé€X%, i.e. the subspace i is mapped into itself by each operator A,. 

Summing up: Mand N reduce each A,, and A, —(0) for k=0,1,.... 

In XX, A, is positively definite, thus we have, in %, a representation of 
the type (14) with a self-adjoint A, on a Hilbert space ©, 2% and with 
o(A,)&X. We may suppose that even 6,2. In the contrary case, we 
should only replace 6, by 5, =, @M and, by choosing an arbitrary self- 
adjoint operator.C on YW with o(C)&X, we should consider the operator 
A’, =A, @®C on %',, whose spectrum is also contained in X; indeed, if P’, 
and P, denote the operators, on {), and on $,, of the projection onto the 
subspace N, then we have for vex: P. At v= P, Ak v. 

We conclude by observing that the representation (14) is then valid 
not only in %, but also in 9%, and, consequently, in the whole space . As 
a matter of fact, we have for.ué%M% on the one hand A,u—O, and on the 


1 1 
other hand |/A> ull? —=(A,u, u) =0, || Ae u|| 0, thus 


a f 
A, P, AXA, u=0 ~~ (k=0,1,...). 


It is easily seen that, conversely, each sequence {A,} of operators on 
the Hilbert space which may be obtained in the form (14) with the aid of 
some self-adjoint operator A, with o(A,)&X, on a Hilbert space ), 2, 
. consists of bounded self-adjoint operators satisfying the condition («,). 


Summing up, we have the following 


THEOREM 2. We obtain all the sequences {A,} of bounded self-adjoint 
operators on a Hilbert space 9, satisfying the ‘condition (ay) of Theorem 1, 
in the following way. We choose an arbitrary A, on %, A, 2 O, an arbitrary 
Hilbert space 9, containing % as a (non necessarily proper) subspace, and an 
arbitrary self-adjoint operator A, on %, whose spectrum is contained in the 


1s* 
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set X. Denoting by P, the orthogonal projection on , we put 


(15) Ape APPA ACAM Bie lace): 
this formula being evidently valid also for k=O. 
Let us consider in particular the case X= [0,1]. We have 


Pm. n{X) = S(- iy (F)reara —x)"=0 on (0,1) 


(m,n=0,1,...), and by a theorem of S. BERNSTEIN,’ each polynomial 
which is >O on [0,1], may be represented as a linear combination of 
the polynomials Pm..(x) with real non-negative coefficients. Thus, in this 
case, if we require the condition (@,) only for the polynomials p»..(x), then 
it follows also for all polynomials p(x) which are >0O on (0, 1]. Moreover, it 
follows then also for those polynomials p(x) = c.+¢,x-+ ---+¢nx" which are 
= 0 on (0, 1], for, « being an arbitrary positive number, p(x)+ «> 0 on (0, " 
implies CyAy +c,A,+ ---+¢,A,+48A, = O, thus, letting «+ 0, CoAg + CAi + -* 
--+¢,A, = O. So we get the following 


COROLLARY. /n order that a sequence {Ax} of bounded self-adjoint ope- 
rators on a Hilbert space © be totally monotic, i. e. 


Ase (1) Ami + (3) Amie - -+(—1)" Ann =O (m, n—0, 1, 2,. +), 


it is necessary and sufficient that we have a representation (15) with a self-— 
adjoint operator A, whose spectrum lies in [O, 1}. 


BOLYAI-INSTITUTE 
UNIVERSITY OF SZEGED 


(Received 27 January 1953) 


6 C.H. Bepxutenn, O xavayywem npwOawKennn HenpepbiBHBIx dykkunn no- 
CpeACTKOM MHOFO“eHOK faHHOW cTenenu, CooGm. Xappkowckoro Marten. OG6- 
mectKa, cepua 2, 13 (1912), pp. 49—194, in particular § 67; or C. H. Be pHwTeHH, 
Co6paune counre uu. | (1952), pp. 81—83. See also F. Hausporrr, Summationsmethoden 
und Momentfolgen. 1, Math. Zeitschrift, 9 (1921), pp. 74—109. 
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TIPOBJIEMA MOMEHTOB /UIS|} CAMOCOMPSAXKEHHbIX OMEPATOPOB 
B. C.-HAJ\b (Cerea) 


(Pe3 0 me) 


Kaaucon! wefapuo foka3an Teopemy, Tak HasbiKaeMyW ,OGOOUeEHHOe HEpabeHCTRO 
Llnapua“. Dta Teopema akBuBaeHTHa C Cnenyoulel: 


Teopema 1. [yctb X KOMNMaKTHOe MHOXKECTBO TOYeK Ha JCHCTBHTE.AbHOH OCH, H 
Ao, A;, As,.-. — OFPpaHH4¥eHHBIe CaMOCONpsDKeHHbIE ONepaTOpH! rHAbOepTOBa NpoOCcTpaHcTBa 
D, YAOBAETBOPAIOULHE CHEAYIOUKMM YCNOBHAM: (ax) ECAH Cyo+¢,X+...+¢,x"=0 Ha X, TO 
Co Ay + Ai +.--+ €,A, = O, (8)|| Aol] <1. Toraa Ai < Av. 

B wacToamek craTbe faeTCH HOBOE AOKA3aTEMbCTRO BTOH *KE TEOPEMI, ONHParouleecH 
Ha napecTHylo Teopemy M. A. Hat MapKa O npejctapnennn BCAKOrO OGOGMeHHOrO pa3- 
AOKeEHHA eNHHHUb! F(x) npoctpanctsa © B Bune F(x) = P,EF, (x), rae Es (x) o6piunHoe 
(OpTOroHanbHOe) pasnOwKeHHe CAHHHUBI HEKOTOPOrO mpocTpaHcTBa 4,, comepoKauee ) B 
KayecTBe noganpoctpauctsBa, a P, — onepatop npoektTuponanns Ha %. 

OTHM MCTOAOM AOKasbIBaeTCA KH Crenyroulanr ‘ 


Teopema 2. Mbi nonyyaem pce nocnesownaTerbHOCTH Ay, A,, Ay, ... YAOBIETBOPA- 
roulne = ycnoBHIO (ay) CrenyioulKM O6pasom: Mobi BbIGEPEM NPOHSBOABHBIN OFpaHH4eHHbIH 
“ camoconpwxKeHHbIK OnepaTop Ay =O B , H NpOHSBOABHbIM CAaMOCONP»KEHHHIM ONepaTop 
A, c cnextpom 0(A,)&X B npon3sBOnbHOM rHAb6epToBOM NpocTpancTBe 6, 2%, 4 NOOKKHM 
ey v 
2 k 2 
(*) A, = Av P+ A+ Ao (k= 0; ieee); 
rae P, — onepatop npoekTuposaHHs Ha %. 
CnenctTsue. Jlna Toro, uTO6bnl nNocnesOBaTerbHOCTb Aj, Ay, Ao, ... OF PAHHYeHHHIX 
CaMOCONPAKEHHBIX ONepaTOpOB Oba aOCOMIOTHO MOHOTOHHA, T. e. 


An—(")Amsi + (2) Anta -+2 + (HI) Amen & O (m, n=0, 1, 2,...), 


HeEOOXOAHMO H AOCTATOYHO, YTO HMEET MECTO NpepcTaBneHHe (*) C o(A,)S[O, 1]. 


= % 5 a ' 7 me 
oO oe ee 
iN oa je ons tee 
} j a 238 
: ° 
34s er. ae 
Te ets) Se aght 
waters ES oy 
> 
“ye Sehr c ti be ay 
- 7 awe ee 
: 7 7% j ‘ ‘ oe = te ved 
* es : 5 
=e — 5 ; r , ae Wiest, Waiz55 are 
if ee ,) — me es res a e- va < od 77 f 4 
rar ’ é Fi mal} A, bark | 
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REMARK ON R-EQUIVALENT SPACES 


By 
TUDOR GANEA (Bucarest) 
(Presented by O. Varca) 


1. The following problem has been submitted by K. Borsuk, in 1946 
[1, Problem 4]: 

"Two spaces A and B are said to be R-equivalent, provided that each 
of them is homeomorphic to a retract of the other. Are the homology and 
cohomology groups of A and B isomorphic ? Assuming in addition that 
A and B are absolute neighborhood retracts, are the homotopy groups of A 
and B isomorphic ? Are A and B of the same homotopy type ?“ 

The purpose of this note is to point out that an affirmative answer to 
this problem can be given under some additional restrictions. We shall namely 
prove that A and B are of the same homotopy type, provided that a certain 
composite homeomorphism, determined by the R-equivalence, has equicontinuous 
positive powers. 


2. Let A and B be two metric, compact, R-equivalent, absolute neigh- 
borhood retracts. Then there exist homeomorphisms 


f: B-—A, and g: A-—B,, 
where A, =f(B) and B,=g(A) are retracts of A and B, under the retractions 


respectively. Let p=fg and yw—g/f; these are homeomorphisms of A into 
A and B into B, respectively. Let further 


=A, B, = B, Ans == J (Bn), Buu == 2(As)5 
it easily follows that . 
AnicAn, BasicB, and Aor»=g"(A), Born=w"(B). 

Thus As, and Avn4; are homeomorphic to A and B, respectively. Denote 

by fr=f| Bn, Qn =A, the corresponding partial maps, and let 
fot, SS, fu SaSnforis Se Gael Bals 

then 0, =/p-1..-T> is a retraction of A onto A,. Finally, let D=NA,,; this 
is a compact subset of A and, since {A,j is decreasing, D=N g" (A). 


206 T. GANEA 


If dé D, then d= @™'(am)= gy"(am)' for each m2O. Since @ is a 
homeomorphism, a= @-'(d) is a definite point, in A; it follows that 
a= y" (Am) € p"(A) 
holds for each m, hence a€ D, d=¢@(a)€ y(D) and Dcg{D). Finally, we 
obtain 
(*) Dcng"(D). 
3. THEOREM. Jf the homeomorphism @ of A into itself has equicontinuous 
positive powers, then A and B are of the same homotopy type. 
Proor. A well-known theorem asserts that the sequence {¢”} contains 
a uniformly convergent subsequence {q”}; then ®=—limg”+is a continuous 
map of A into itself. , 
If y= D(a), a€A, then 
g(ayeg(A)cg"(A) if s24, 
hence, since gy” (A) is closed in A, for each ¢ we have 
y = lim ¢” (a) € gy” (A). 
w] 


Since {A,} is decreasing, it follows that 
P(A)C Ng" (A) =D. 


Any compact subset XCA satisfies Ng@"(X)c P(X). For, if y is in the 
intersection, then y= g"i(x;),x;€X, for each i. The sequence {x;} contains 
a convergent subsequence {x;,} and letting x= lim x;, € X, it follows that 

k 


y= lim gr (Xi) = PX) € P(X). 


Taking X= A, we obtain Dc @(A), hence 
@(A)=D. 


Taking X= D, we obtain Ng"(0)c M(D), hence Dc D(D) by (*), 
and ®(D)c ®(A) = D implies finally 


@(D)=D. - 


Now, by [3, p. 76], since the g” are equicontinuous, there exists an 
equivalent metric on A, under which every g", hence also ®, is a shortening. 
The compacity of D and ®(D)= D imply then, by [4, Satz Ib], that the partial 
map v== | D is an isometry, hence a homeomorphism of D onto itself. 
The map v'@ is then a retraction of A onto D, and D is, like A, an 
absolute neighborhood retract. 


As a consequence, by [1, Lemme (L) & 5, Lemma 8.1], there exists an 
open set V with DC VCA, and a deformation h: AxJ-—+A such that: 
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(1) h(a, 0)=a for aé A, 
(2) h(d,t) =d for deD, tél, 
(3) h(x,1)€D for x € V. 


Qn is a retraction of A onto A, and, if N is large enough, Dc A,c V 
for n2N. Let n= enh| An XJ, and d(x) = 4(x, 1) for x€ A,,n = WN. Then: 
n(x, th€ An for x€ An, tE/; 
n(x,0)=x for x€ An, by (1); 
n(d,t)=d for d€D,té/, by (2); 
O(dj=d ~ for'déeD: 
O(x) = (x,1)€D for x€ An, by (3). 
Thus we have proved that 0: A,—>D is a deformation retraction, so that 
A, and D are of the same homotopy type, if n=WN. Taking n=N, first 
even and then odd, it follows that A and B are of the same homotopy type, 
and the proof is complete. 


(Received 11 October 1952) 
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RESTGLIED EINES TAUBERSCHEN SATZES, II 


Von 
GEZA FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von P. Turdn) 


I. Einleitung 


In einer vorigen Arbeit (G. FREUD [2], im folgenden als ,erste Mitteilung“ 
zitiert), haben wir folgendes bewiesen: Es sei 7(t) eine in O<t< > nicht 
abnehmende Funktion, ferner f(t) = 0, @ >0 und S von s unabhangige Kon- 
stanten, schlieBlich sei 


(1) Fe [fQerdv—s Moray +r(s)) far s>0 
mit zB: 
(2) -{(s)| < R(s), 


wobei A(s) eine fiir S >O definierte, monoton zunehmende Funktion ist, fiir 
welche /(0)= 0 und 

(3) R(ks) < e:* R(s) 

erfiillt ist; dann gilt fir @=0O 


=x 


a dn 
(4) fenar— 2 sxe +000), 
i=0 
wobei 
(5) le) ket am 
108 Ray 


In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen: ' 
Satz. Wenn wir die linke Seite von (4) m-mal nach der oberen Grenze 
integrieren, d. h. wenn wir das Cesdrosche Integralmittel von (4) bilden (vg). 


1A.T. MoctuuKkos [8] und J. Korevaar [6] erhielten ahnliche Satze, aber ihre 
Restglieder sind schwdcher als (5). 
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G. H. Harpy [4]), dann kann die Abschdtzung (5) zu A 


1 -m-l 
(5a) O {ie Rix) a | 
verschdrft werden. ° 


Unser Beweis griindet sich, wie auch in der ersten Mitteilung, auf eine SchluB- 
weise von J. KARAMATA; im weiteren brauchen wir eine Verallgemeinerung 
unseres Approximationssatzes, die wir in Teil Il der ersten Mitteilung bewiesen 
haben. Diese Verallgemeinerung wird in Teil II dieser Arbeit behandelt. Teil III 
enthalt den Beweis unseres Satzes fiir gerades m, und in Teil IV wird hieraus 
die Giiltigkeit des Satzes fir ungerades m gefolgert. Endlich iibertragen wir 
in Teil V unseren Satz auf Taubersche Reihensdtze vom Typ A—(C,&). In 
der folgenden dritten Mitteilung wollen wir uns mit Tauberschen Satzen vom 
Typ A—K beschaftigen. * 


Il. Verallgemeinerung des Approximationssatzes 


HILFSsATz. Es sei vy =O eine ganze Zahl, g(x) sei im Intervall (O, 1) 
2r-mal differenzierbar, g@”)(x) sei in (0,1) stiickweise stetig und geniige in 
jedem Stetigkeitsintervall der Lipschitz’schen Bedingung 
(6) |Z O(X1) — ZO (Xe) | < C5! Xi — Xe). 

Hier gehéren x, und x, zu demselben Stetigkeitsintervall von g@”(x), und 
wenn z. B. x, eine Sprungstelle von g@”(x) ist, dann setze man g©”)(x,) = 
g©”)(x, +0) fiir x, >x, und g@”(x,) = g@)(x,—0) fiir x <x. 

Dann gibt es fiir jedes ganzzahlige n >n, Polynome ¢,(x) und @®,(x) 
vom niedrigeren Grade als 2n, fiir welche 


(7) n(x) = g(x) = ®,(x) 
und 
(8) {og 1 x)" "[@,(x)—@,(x)] dx < sear 


0 
wobei mn. und c, nur von @ und der Wahl von g(x) abhangig sind. 

Bewels. Es‘sei € eine gegebene Stelle in (0,1), f(x), t,(X), .-., tr(X), --- 
die dem Grade nach aufsteigende Folge der\in (0,1) mit der Gewichts- 
funktion (log 1/x)“' orthogonalen Polynome; und die Wurzel von t,(x) seien 
0 < Xin < Xan << +++ <Xan< 1. Die ganze Zahl r=r(n) sei durch 
(9) Xrn SE<Xrtt nr 
definiert. 


2 Aus einem Beispiel von J. Korevaar [6] folgt, daB die GréBenordnung der Rest- 
glieder (5) und (5a) nicht weiter verscharft werden kann. 

3 A —+(C,k) bedeutet: aus A-Summierbarkeit folgt (C, k)-Summierbarkeit. A — K 
bedeutet: aus A-Summierbarkeit folgt Konvergenz. 
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Wir beniitzen die Markov—Stieltjes’sche Polynomkonstruktion in einer 
etwas abgeadnderten Form (vgl. [7], [9] und Teil Il der ersten Mitteilung). 
P,,¢(X), Pn:(x) seien Polynome vom hochstens 2n—2v—2-ten Grade, die 
durch die Bedingungen 


Poe (Xin) = Pag (X0n ae 2 ee we(Xra) = Pri dren) =1, 
(10) Pry e(Xrav42. n) = +++ = Paz (Xnn) =O, ' 
Pro ¢(Xin) = Pug (X2n) = +++ == Pag(X+n) =O, 
Pibini 3) 3 = Phila) =0 
bzw. 
Png (Xin) = Poe (Xan) = +++ == Pas(Xr-v, n) = 1, 
a1) Dag (Xen) = Pne(Xr41, n)= *** = Paz(Xnn) = 0; 
Dg (Xin) = Dae(Xon) = +++ = Pag (Xr-v, n) =O, 
Pat (Xai, 0) = 9 = Pie (Xnn) =O 


- definiert sind. Aus der Diskussion der Extremalstellen und des Verlaufes 
dieser Polynome erhalt man 


: = 1 fiir O= XS Ket a; 
(12) Pri (Xx) = i fir Xu4.5x=1 
und 

1 fiir O =iXS Xrn; 
(13) Pas (x) = : Tut Kiews <1: 
ferner 


OS Paa(x) S10 Tre Xp HS XS Xraeye 2, 
(14) O22 Pals) 2) Ilr Xo, te X SS Xn. 
Aus (9), (12), (13) folgt, daB die Polynome (x—§P”P,(x), (x—&)"p,(x), 
deren Grad niedriger als 2n—1 ist, der Ungleichung 


(15) (x—5)*Pne(x) S fe(x) S (x—§)” Paz (x) 
geniigen, wobei e 
_ \@—ty, flr, OS x55 
Eo) ee eT attics Exe = 1: 
Nach der Gau8—Jacobischen Formel der mechanischen Quadratur ist 
1 
(17) | dog 1 /x)*" (x—E" [Pr 2(x) —Pus(x)] dx = 
! : r+v+1 } 
=D (EE [Poe Xin) — Pat Xen)] dens 


wo {4,,} die Cotes’schen Zahlen der mechanischen Quadratur uber (0, 1) mit 
der Gewichtsfunktion (log 1/x)*"' und den Grundpunkten {x,,,} bedeuten. Nach 
dem Anhange der ersten Mitteilung gilt 


(18) 0< din <2: 
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Aus einem Satz von Erpds und Turan [1] folgt nun 


(19) jxe—§[< = 4 flr r—yt+lsksrty4. 


Da nach (12), (13) und (14) fdr r—vy+1Sk=r-byv+1, O58 Prj(Xin)— 


—Pni(Xin) = 1 ist, erhalten wir aus (17), (18) und (19) 


20) 0< flog 1/3)" (x9) PrN] dx < 
0 


Nun kann die Funktion g(x) in der Form 


(21) &(x) = A(x) + H(x) 
zerlegt werden, wobei 


(22) H(x) = > gers, ae - 0) (x) 


(die Summation wird uber alle. Sprungstellen & von g@”)(x) erstreckt), A(x) 
ist 2v-mal differenzierbar, und h'™(x) geniigt gleichmabig in (0,1) der 


Lipschitz’schen Bedingung 


(23) [99 (x,) — HO” (x)| < ey], 20], 
Wir setzen 
(27)(&, —0)— gE, + 0 éii. te 
(21) » —0)— gi2" Se 0) - 
6,.(x) = 5 £0 KE 40) — "Ps: (x) 
mit 


Pa:(x)= 


(26) Fn (x) S H(x) = G,(x), 


(27) fdog 1/29" '(On(x)—- Pa(x)Jdx< 2 


Pr) 


ay , 


(pae(x) fir ge(E—0)—gC*(E= 0) >0, 
ity BU (Paix) fr g@"E—0)— gers +0) <0, 
Ps,(x) = \ Pas) fr g@%E—0)—g2E +0) > 0, 
be (pa:(x) fir ge(E—0)—ge(§ +0) <0. 

Somit sind (x) und 4,(x) Polynome vom héchstens 2n—2-ten Grade, und 


- 


Aus (23) folgt nach einem Satz von D. Jackson [3], dab es ein Polynom 
von héchstens n-tem, Grade 7,(x) gibt, fiir welches im ganzen Intervall (0, 1) 


(28) |A(x)—yn{x)| S 
erfiillt ist. 


an 
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Setzen wir endlich 
c 
00 8) = — Taser + xn(x) + F(x), 
P,,(X) = are + yn(X) + n(x), 


dann ist der Grad von ¢,(x) bzw. ®,(x) héchstens 2n—2, und es gilt wegen 
(21), (26), (27), (28) 


(30) Gn(x) S g(x) S ®, (x), 
1 

(31) | (og 1/2) (Px) goa] dx < $4, 

0 
w. z. b. w. 

Im weiteren sei 6 =O und 

__ \ x-"(log 1/x)?(1 — log 1/x)?” fir e'=x <1, 

(32) BO) = | 0 fir O=x=<e". 


Aus (31) folgt —-mit derselben SchluBweise, wie in Teil III der erstem 
Mitteilung — 


(33) |D,(x)| Scien, |Pn(x)| Scan, 
und wenn 
2n-2 2n- 

(34) ®, (x) a a Byx*, Gr (x) = bs by. x* 
dann wird (vgl. Gleichung (46) der ersten Mitteilung) 
(35) 2, |Bi.| <Ci,6 ur, Pa | bi} <b Y d ge 
und hieraus ist leicht ersichtlich, da6 

|B. |e* 2n-2 |b, [en 
36 =< Ces < C, erm, 
ie reas Tas nl? Tea iat 


III. Beweis des Hauptsatzes fiir gerades m 


Wir erhalten nach dem Vorbild von Gleichung (49) der ersten ee 
mit der Methode von KARAMATA: 


37) iw O,(e")evtdr=S © <j tf @,(ee!dt + 
= P(c+1) B22, rks) 
tS ise afer ENS 


4 In jener Mitteilung ist im Integral an der rechten Seite ein Faktor e~‘ versehentlich 
weggeblieben. 
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Wegen (30), (31) und (32) ist 


ft @e-etdt = Je igeyerat + i t*"[P,(e")—¢,(e*)J etdt = 
19) 


(38) = J —ne at + Jog 1/x)“ [Py (x) — gn (x)] dx < 
(2 y)! 1 cies 
<(@+A(et+e+l)- “(a+ B+2y)° ‘n*rt! 
Andererseits folgt aus (2), (3) und (i 
iy kS)e |B, | e* - 
pa! R(s >a (k-1)" < C,e°" R(s). 
~ Aus (30), (37), (38) und (39) HES wir 
1/s 
sht2r J eKoas—t dt= [ogegeran < | 10). (eer'dr < 
(40) a 


(39) 


Setzen wir 


Sax 1/x pal ane + 1 
ay ~ 12, 8 RG] >” 
dann erhalten wir aus (40) 
x 


(41) ery JG dt < TRE ETI FO 
wo 

42) w(x) <c (1 rae PRN ara ge jit 

( ) @ j es 18 8 R(i/x) Ci (1/x)}/2 < Coo °8 RUjx) 

fir x > Xp. 


Rechnen wir statt ®,(x) mit ¢,(x), so erhalten wir eine ahnliche untere 
Abschatzung. Bits Abschatzungen zusammen ergeben 


(43) 


(2 NT. (1 PA(t)(x—tPrdr Lat 
= asx bey 


~ (+A +BFI)™ eHcan a || 
Bekanntlich ist 


) mx Us uy 


bein) 
] 


Qn. EeAai dt = pee | Addr dudus--- dus. 


“Oy et] w= =O +—0 
Damit ist unser ed fiir gerades m= 2v bewiesen. 


(44) 
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IV. Beweis des Hauptsatzes fiir ungerades m 


HILFSSATZ. F(u) sei eine in (0, ©) definierte nicht abnehmende positive 
differenzierbare Funktion, y= 1 und 


(45) [ F(u) du = Ax? + x7O({K(x)}-""), 
ferner : 
‘ag F'(x) = Ay(y— 1)? + 7O({K (QP), 


K(x) ist eine monoton gegen o strebende, positive Funktion, die der 
Bedingung 


(47) K(2x) = O{ K(x)} 
geniigt. Wir behaupten, da aus (45), (46) und (47) 
” F(x) = Ay?" 4 TO((K(x)}”) 
folgt.° 


BEWEIS. x sei so groR, daB K(x) >1, undes sei x < x, < 2x. Dann wird 
infolge (46) 


= 


ms, | F(u)du = (x,—x) F(x) +] du 


= (%1 —x) F(x) + ACP — 2") —Ayx” "(x —x) + (x, — x)” 70K) ""). 


Beim letzten Glied haben wir beriicksichtigt, daf x,<2x und somit 
K(x) = O{k(x)}. Aus (45) erhalten wir 


u 


JFO dv= 


(50) | Fa) du = A(xj —x’)+ x’ O({K(x)} Bee 
Aus (49) und (50) folgt 
(51) F(x) = Ayx? + i — 9” *O((K PP) + —) YOK"). 


na % mee 
Setzen wir in (51) teeta pay so ergibt sich (48), w. z. b. w. 
Wir setzen jetzt 
—"= Le ' B — fyer-1 35 
Ea (on o1) Psi)x—1)— dr; 
t=0 

dann ist (45) und (46) mit 

aS 


1 
ee hater @ret2n 7 tere K(Q) = log poy 


wegen (43) und (44) erfiillt. (47) ist infolge (3) befriedigt. Also ergibt sich 


5 Dieser Hilfssatz ist eine Weiterentwickelung einer SchluBweise von J. E. LirtLewoop 
(Proc. London Math. Soc., 9 (1911), S. 434—448). 
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aus unserem Hilfssatz 
x= 


1 B able Spal pee 
5 (2v—1)! ferro t) dt = 
(52) t=0 
a Sxathrev-l i \ 1 -Qy » 
~ (@+8)(at+B+1)-:-(@+8+2y¥) 140 [ ftog R(1/x) 
Somit ist unser Satz sowohl fiir gerades m (GI. (43), m= 2y) als auch fiir 
ungerades m (Gl. (52), m= 21—1) bewiesen. 


V. Anwendung auf Taubersche Satze vom Typ A --(C, m) 


Es sei a1, +(t)—=[t4+ 1], f(vy)=s,.. Dann lautet unsere Bedingung 
(1) folgendermafen : ; 


(53) Sen - 3 [1 + O(R(s))]. 


Im weiteren sei s=O/{R(s)}. Dann kann s,20O durch die schwachere 
Bedingung s, > —K ersetzt werden. (S. die Einleitung der ersten Mitteilung.) 
Nach (43) und (52) gilt also fiir jedes ganzzahlige m = 0, wenn wir in diese 


Gleichungen x = n+1 fiir m2=1 und x—n-+ 1/2 fir m—O setzen: 


Suhre )-s0(fe achat) 
(54) oy (abl tyes: Paes 14-0 lO Rin) | 
Die Cesaroschen Summen k-ter Ordnung sind durch 
r_- w(atk—l1—r 
(55) c= 3 ae cd 


n+k—1i— 


ee " ist ein Polynom k—1-ten Grades von n+1—r. 


definiert. 
also gilt . 


a Bf en k-2 
(56) (pes f ERCP esac (oesar 


Aus (54) und (56) folgt unter Beachtung von (55): 


—ar5|!+0(}o« aera I] 


und endlich fiir die Cesaroschen Mittel k-ter Ordnung 


eer GC s 1 ba! 
(67) mm Gop = $+ Olftog artra| ) 


n+ ky 
eres 
(Eingegangen am 10. Mai 1952.) 


reed 
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BEMERKUNGEN UBER DIE MULTIPLIKATION 
VON VEKTOREN UND QUATERNIONEN 


Von 
J. ACZEL (Debrecen) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


I. In dieser Arbeit méchte ich ein Paar methodische Bemerkungen tiber 
eine von matematischem Standpunkt aus natiirlich erscheinende Begriindung 
der Multiplikationsregeln von Vektoren und Quaternionen machen. 

Ich bin dessen bewuft, daB mehrere dieser Betrachtungen in ihren 
Einzelheiten wohl langst bekannt’ sein mégen. Hier mochte ich nur auf die 
-einheitlichen Methoden Gewicht legen, mit denen im folgenden gearbeitet 
wird. Wir werden zwei, von einander unabhangige Wege folgen. Der eine 
ist rein elementargeometrisch, der andere gehért der Theorie der Funktional- 
gleichungen zu. (Die tiblichen Methoden erzielen einige der hier folgenden 
Resultate auf rein algebraischem Wege'). Es sei hier noch bemerkt, dab 
auch noch ein trigonometrisches Verfahren vom Verf. gefunden wurde, das 
auf den Sinus- und Cosinus-Satzen beruht. In dem hier vorgelegten geo- 
metrischen Gedankengang (II a) stammt ein Teil von G. HajOs und ein griferer 
Teil von T. SZELE her. Diese Betrachtungen wurden hier mit liebenswiir- 
diger Erlaubnis der Verfasser mitgeteilt. ? 

Wir bemerken, daB auch die Addition von Vektoren und Quaternionen 
bekanntlich in ganz 4hnlicher Weise begriindet werden kann.’ Ahnliches 
gilt auch fiir die Multiplikation mit Skalaren. Diese Operationen werden bei 
der Definition der behandelten Multiplikationen als gegeben vorausgesetzt. 

Im folgenden werden die Quaternionen als formale Summen von ska- 
laren Grdfen und Raumvektoren aufgefaBt. Die Skalaren bzw. die Vektoren 


1 S.z. B.: G. Frosenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Journal fiir 
reine und angew. Math., 84 (1897), S. 1—63, und D. E. Ricumonp, Complex numbers and 
vector algebra, Amer. Math. Monthly, 58 (1951), S. 622—628. 

2 Das hier mitgeteilte bildet nur einen kleinen Teil der Untersuchungen von G. Hajés 
und T. Szece tiber diese Fragen. — Auch in der Anfertigung dieser Arbeit verdanke ich 
ihnen mehrere wertvolle Ratschlage. - 

3 Siehe z. B.: E. Picarp, Legons sur quelques équations fonctionelles avec des appli- 
cations a divers problémes d’analyse et de physique mathématique (Paris, Gauthier-Villars, 


1928, 1950); I. Ch. Ill. 1, 2 


310 J. ACZEL 


werden mit kursiven bzw. fetten Typen bezeichnet. Insbesondere bedeutet e 
stets Einheitsvektoren, d. h. Vektoren vom Betrag 1. 

Unser Verfahren wird darin bestehen, da® wir gewisse Postulate uber 
die Multiplikation annehmen, aus denen dann die itiblichen Multiplikations- 
regeln gewonnen werden. Das grundlegende Postulat wird die Distributivitat 
der Multiplikation beziiglich der Addition sein. 


Il. Wir beginnen mit der Multiplikation von Vektoren. Wir nehmen 
zweierlei Multiplikationen 
a-b und axb 


an, von denen die erste zu einem Skalar, die zweite zu einem Vektor fiihrt. 


SATZ 1. Voraussetzungen: 

1) In dem Raume ist keine Richtung ausgezeichnet. Darunter wollen wir 
verstehen, daB die betrachteten Multiplikationen drehungsautomorph sind (d. h. 
bei einer Drehung des Raumes bleibt das skalare bzw. vektorielle Produkt 
ungedndert bzw. ebenso gedreht). 


2) Beide Multiplikationen sind (rechtsseitig) distributiv: 
(a+b)-c=—a-c+D-e, 
(a+b)xc=axc+bxXc. 

3) Skalaren lassen sich aus beiden Multiplikationen ausheben: 

(ca)-b=c(a-b)—a-(cb), 
(ca) X b=c(a X b) =a (cb). 

Behauptung: a-b bzw. aXb ist von einer multiplikativen Konstanten 

abgesehen das iibliche skalare bzw. vektorielle Produkt. 


Bemerkung: Fiir rationale Skalaren wiirde 3) schon aus der beiderseitigen 


Distributivitat folgen; 2) und 3) zusammen bedeuten die Linearitdt der beiden 
Produkte. 


Aus den Voraussetzungen 1) und 3) folgt 


(1) a-b=—0, falls a | b, 
(2) axb=0, falls a||b. 
Um (1) bzw. (2) zu beweisen, geniigt es laut 3) das Verschwinden des 


Skalaren bzw. vektoriellen Produktes zweier orthogonalen bzw. gleichen 
Einheitsvektoren zu zeigen. 


Es sei zuerst e, | e,. Dieses Paar geht mittels einer Drehung mit -t 
um e, in das Paar —e,,e@ tiber. Also muB nach 1) und 3) 


; e,-e, = (—e,)-e, = —e,-e,, dh. e-e,—0 
sein. 


Andererseits bilden wir das Produkt exe. Aus 1) ist es klar, daB eXe 
nur ein Vektor von der Richtung e (oder —e) und mit einem von der Rich- 
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tung von e unabhangigen absoluten Betrage sein kann, d. h. 
exe=ke. 
Da aber e durch Drehung mit z in —e iibergeht, muB nach 1)"und 3) 
—ke = k(—e) = (—e) X (—e) =e Xe=ke, 
also 


k=O und exe=0O 
sein. 

Aus 1) kénnen wir auch die Richtung des vektoriellen Produktes zweier 
nicht-paraHelen Vektoren ablesen: Bezeichnet ndmlich e einen auf die Ebene 
des Vektorenpaares a,b orthogonalen Einheitsvektor, so aft sich der Vektor 
cab jedenfalls in der Form 


c=axXb=aa+bb-+ce 


schreiben. Das Vektorentrippel a,b,e geht aber durch eine Drehung mit 
um e in das Trippel —a, —b,e iiber, also ist 

c=a X< b = (—a) X (—b) = a(—a) + 6(— bb) +. ce= —aa— bb+ ce. 
Hieraus. folgt, dab a= 6=—0O und aXb von der Richtung e, d.h. orthogonal 
auf der Ebene (a, b) ist. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir den hier beginnenden eigent- 
lichen Beweis — wie in der Einieitung schon erwdhnt — auf zwei verschie- 
denen Wegen: a) elementar-geometrisch und 6) durch Lésung einer Funk- 
tionalgleichung. 

a) Beim skalaren Produkt setzen wir (a, ba< > voraus. Der Fall 
Iv 


3 la8t sich 4hnlich erledigen. Offenbar muB wegen 1) 


(a,b)<> 
e-e=k, 

eine von e unabhangige (skalare) Konstante sein, und daraus folgt schon 
mittels 3): | 
(3) a-b=k,|a|-|b|, falls aft b. 

Nunmehr finden wir a-b im allgemeinen,’ indem wir (s. Figur!) a=a’-+ a” 
mit a’ tf b und a” | b setzen. Dann folgt aus 2), (1) und (3) 

a-b =(a’+a”).b=a’.b+a’".b=k, |a’||b|=k,\al || cos (a, b), 
womit der Satz iiber das skalare Produkt bewiesen ist. 


4 Falls man beiderseitige Distributivitat voraussetzt, folgt die Kommutativitat 
' a-b=b-a 
unmittelbar aus (1), da fiir beliebige Einheitsvektoren e,, €, 
(e, +e) | (e,—e:), 
und deshalb 
0 = (e, + e,):(e; — €2) = €1-€; — €; Cy + Cy ©, — Cp" Cp = Cp C; — ©, "Cy 
ist. 
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Andererseits muf wegen 1) fiir jedes e, | e, die Skalare x, in 
e, X €. = kes, 

wo e,,e,, e, ein Rechtssystem bilden, ebenfalls eine Konstante sein. Hieraus 
folgt wegen 3): 
(4) ax b=k,{a||ble, 
falls e | a, eb und a,b,e ein Rechtssystem bilden. Endlich ist® fiir 
a-+ b (Figur 1) wegen 2), (2) und (4) 

aX b=(a’+a”)xb=a'<b+a”xb=a" xX b=—;k,|a"||ble= 

= k,|a||b| sin (a, b)e, 

wo e_a,e!b und a,b,e ein Rechtssystem ist, womit auch die zweite 
Halfte des Satzes 1 bewiesen ist. 


Figur 1 


b) Jetzt seien (Figur 2) e,,, bzw. ey-, Einheitsvektoren, die mit dem 
Einheitsvektor e die Winkel m+ w bzw. g—w einschliefen und mit e 
komplanar sind. € 

Es ist nach der Additionsregel zweier Vektoren 

Cory + Cy-y = 2€y COS wW. 

Nun folgt aus 2) 

(Cgiy + Cy-y) - C= Cy y'€ + Cy ye, 
(Cyiy t+ Cy-y) X © = Cpy XO ey y Xe. 

Fiihren wir laut !) die Bezeichnung e,-e==f(~), bzw. ey x e=— f(p)e’ 

ein, wo e’ | ey, e’ | e ist und ey,e,e’ ein Rechtssystem bilden, so erhalten 


5 Falls man beiderseitige Distributivitat voraussetzt, so folgt das Alternieren 


a X b= —(b X a) 
unmittelbar aus (2): 


0=(a+b) X(a+b)—aXa+aXb+bXatbXb=aXbibXa. 
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wir unter Beriicksichtigung von 3) und vom Parallelismus der Vektoren 
Cy+y Xe und €y-y Xe in beiden Fallen die Funktionalgleichung 


2f(p) cos w= fly +) + f—y). 


Figur 2 


Wie man gleich sieht, sind cos, sing und mit ihnen auch c, cos@+ 
+c.sing Lésungen dieser Gleichung. Wir wollen zeigen, da dies die allge- 


meinste Lésung ist. 
Setzen wir in dieser Funktionalgleichung zuerst ~ = oe po 5 —t, dann 


y= = —t, p= os und endlich ¢ =O, w =f, so erhalten wir der Reihe nach 


fat) +f) = 2f|F)sint, lar +f) = 0, (+ F(—1) = 2f 0) cost. 
Addieren wir die dritte Gleichung zur Differenz der ersten und zweiten, so wird: 


S(t) =f(0) cos i+7(4 sin f. 
Somit ist 
f(t)=c¢, cos t+c, sint 


die allgemeine Lésung der Funktionalgleichung. 
Fiir uns folgt in dem Falle der skalaren Operation aus (1): 


a f(2) =0, c,=k,, also f(~y)=—k, cosg, 
a-b =k, |a|-|b| cos (a,b); - 
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in dem Falle der vektoriellen Operation aus (2): 
¢ =f(0)=0, o=k, also f(p) = sin g, 
aX b=k,|a||b| sin (a, b)e, 
wo ela,elb und a,b,e ein Rechtssystem bilden, w. z. b. w.* 

Ill. Jetzt wenden wir uns der Multiplikation von Quaternionen zu. 
Das Produkt der Quaternionen a+a und 6+ b bezeichnen wir einfach mit 
(a+a)(b+b) (wahrend a-b bzw. aXb hier die dbliche skalare bzw. 
vektorielle Vektorenmultiplikation bezeichnet). Es gilt der 

SaTz 2. Voraussetzungen: 

1) Es gibt keine ausgezeichnete Richtung (im dreidimensionalen Vektor- 
raum). Darunter verstehen wir, daf die Quaternionenmultiplikation drehungs- 
automorph ist, d.h. bei einer Drehung des Raumes bleibt der skalare bzw. 
vektorielle Teil des Quaternionenproduktes ungedndert bzw. ebenso gedreht. 


2) Die Quaternionenmultiplikation ist beiderseitig distributiv. 
3) Skalaren lassen sich aus der Quaternionenmutltiplikation herausheben. 


4) Die Quaternionenmultiplikation ist assoziativ: 
[(a+ a) (b+ b)] (c+¢)=(a+a)[(6+b) (C+0)]. 
5) Das Quaternionenprodukt zweier Einheitsvektoren ist eine Einheits- 
quaternion, d.h. eine Quaternion a+-a, fiir welche a’+|a\’=1 ist. 


Behauptungen: 
A) Falls die Voraussetzungen 1), 2), 3) erfiillt sind, so ist 


(a+ a) (6+ b)=(ab+ pa-b)+(ab+ba4+qaxXb); 
B) falls die Voraussetzungen 1), 2), 3), 4) erfiillt sind, so ist 
(a+ a) (6+ b) = (ab—p’a-b)+ (ab+ ba+gaxb); 
C) falls die Voraussetzungen 1), 2), 3), 5) erfiillt sind, so ist 
(a+ a) (0+ b)=(ab+a-b)+(ab+ba+a xb), 
wo die beiden Vorzeichens-Alternativen voneinander unabhdngig sind ; 


6 Die oben angegebene Lésungsmethode fiir die Funktionalgleichung f(x + y)+ . 
+ f(x— y) = 2f(x) cos y gibt eine einfachere Lésung eines in der Arbeit: St. Kaczmarz, 


Sur l’équation fonctionnelle f(x) + f(x + y) = p(s |x + =, Fund. Math. 6 (1924), S. 


122—129 behandelten Teilproblems. Es sei hier bemerkt, daB auch fiir die komplexen Zahlen 
die Multiplikationsrege| unter Voraussetzung der Distributivitat und der Identifizierung der 
Horizontalvektoren mit Skalaren, aber natiirlich ohne irgendwelche Invarianz-Voraussetzung, 
durch Lésung von Funktionalgleichungen des Typs 

WS *\ = f(¢) +f(Y) 

7 a 2 

ahnlich bewiesen werden kann. Fiir den beziiglichen elementargeometrischen Beweis s. 
T. Szete, A komplex szamok bevezetése vektoralgebrai alapon, Matematikai Lapok, 1 
(1€50), S. 349—362. L. Fucus und T. Szeve, Introduction of complex numbers as vectors of 
the plane, Amer. Math. Monthly, 59 (1952), S. 628—631. 
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D) falls endlich die Voraussetzungen 1), 2), 3), 4), 5) alle erfiillt sind, so 
ist 
(a+ a)(b+b)=(ab—a-b)+(ab+ba+axb) 
und dies ist schon die iibliche Regel der Quaternionenmutltiplikation (da das 
Vorzeichen von aXb nur die Orientierung des Systems entscheidet). 


Bemerkung: Es geniigt die Assoziativitat nur fiir Vektoren, d. h. fiir 
a=b=c==0 vorauszusetzen, man kénnte sich sogar auch auf ein speziales 
Einheitsvektorentrippel beschrdanken. 


Der Beweis beruht auf dem Satze 1. Wegen 2) wird 
(a+ a)(6+b)—ab+ab+ba+ ab 
{wo ab,ab,ba die gewohnliche Multiplikation mit Skalaren, ab dagegen 
eine Quaternionenmultiplikation von Vektoren bedeutet). 
ab ist eine Quaternion, deren skalarer Teil s(ab) und vektorieller 
Teil v(ab), als Verkniipfungen betrachtet, auch einzeln distributiv sind. Es 
gilt namlich 
s[a(b+c)]—s(ab-+ ac) = s(ab)+s(ac), 
v[a(b + c)]—v(ab— ac)=v(ab)-+ v(ac), 
da bei der Addition von Quaternionen die skalaren und die vektoriellen Teile 
separat addiert werden. 
Hieraus ergibt sich aber durch Anwendung des Satzes 1 unmittelbar: 


s(ab)=pa-b, v(ab) gab, 


also 
ab=pa:b+qaxb, 
(a+ a) (b+ b)=(ab+ pa-b)+(ab+ba+qaxb), 
was — wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt — die Voraussetzungen 
1), 2), 3) tatsachlich erfiillt, vomit A) bewiesen ist. 


Es ist 
(abc = (pa-b + ga x b)c =p(a-byc +9 [p(a X b)-¢ +9 (a X b) x ce] = 
= pq(a x b)-c+p(a-b)e+q’ (ab) xc 
und ebenso 
a(bc)=pqa-(b X c)+p(b-c)a +q’a X (b X C). 
Es ist aber aus dem Vektorenkalkiil bekannt, daf 
(aX b)-c =a-(b Xc) 


‘an (a x b) Xc—a x (bX c)=(a-b)c—(b-c)a 


ist. Die Quaternionenmultiplikation von Vektoren ist also dann und nur dann 
assoziativ (4)), falls 
0 =(ab)c—a(bc)=(p+q’) [(a-b)c—(b-c) al. 
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Da aber (a-b)c—(b-c)a=0 ist, trifft dies im allgemeinen dann und nur 
dann zu, wenn p+q*=—0O ist, was eben B) beweist, da 

(a+a)(b+b) = (ab—q’a-b)+(ab+ba+qaxb) 
die Voraussetzungen 1), 2), 3), 4) auch wirklich erfiillt. 

Gelten aber 1), 2), 3),5) und wird 4) nicht vorausgesetzt, so muf das 
Quaternionenprodukt zweier Einheitsvektoren eine Einheitsquaternion sein, d. h. 
es muh 

|e,e,| = |pe,-e.+qe, X e,|—|pcosy+gqe,sing|—1 
bestehen, wo gy der Winkel der Vektoren e,,e, ist und e, orthogonal zur 
Ebene (e,,e,) ist. Also muf 
pcos g+qQq* sing =1 
sein, was durch Ejinsetzen von ¢—O, bzw. ¢ =F 
—_ 1, g = 1, 
Dp ai ste iF Ca x he 
(a+a)(6+ b)=(ab+a-b)+(ab+ba+axb) 
ergibt, womit auch C) erledigt ist, denn diese Multiplikationsformel erfiillt 
tatsachlich die Voraussetzungen 1), 2), 3), 5). 
Sind endlich alle Voraussetzungen erfiillt, so gilt 


p=-q und p=q=1, 
also 


p=—g=—1, 


(a+ a) (6+ b) = (ab—a-b)+(ab+ba+axb), 
womit der Beweis des Satzes 2 vollendet ist. 


d. h. 


(Eingegangen am 7. September 1952.) 


OB YMHO)KEHUN BEKTOPOB HU KBATEPHHOHOB 
A. AWEJI (e6peuer) 


(Pe3t0 Me) 


ABTOP MOKasbIBaeT, YTO H3 CHCTEMBI MpPOCTHIX ycAOBN — CpeAH KOTOPBIX HanOosee 
CYUECTBEHHOG SHAYeHHE MMCCT 3aKOH AMCTpHOyTHBHOCTH — CefytOT M3BeECTHBIE NpaButa 
CKaAPHOrO M BEKTOPHOrO YMHOKeHHA BEKTOPOB HM YMHOXKEHHA KBATepHHOHOR. M3 mocaen- 
Hero BbIBOAATCA TEOPeMbI, AHANOTMYHbIE OTHOCAUeHCA Clofa Teopembl PpobGenuyca: 


ON COMPOSED POISSON DISTRIBUTIONS, IV 


(Remarks on the theory of differential processes) 


By 
ANDRAS PREKOPA (Budapest) 
(Presented by A. Rényt) 


Introduction 


In the present paper we shall use the following notations. Let & be a 
stochastic process. For the difference &,—&, let us introduce the notation 


. 


Ey &,— &, 
where J means the finite time interval (4,4). Let further W,(/) denote the 
following probability 

Wi J)=Pr&s=d) 
and let F(x, /) denote the probability distribution of the variable &. For the 
characteristic function of the distribution F(x, /) we shall write f(u, /): 


Ps} 


fu, J) =| ed F(x, J). 


The process on which our discussions are based will be considered in 
a finite, closed time interval / in which the process satisfies the following 
conditions. (By J we shall henceforth denote a subinterval of /.) 

A) If J,,Jo,.--,Jn denote a subdivision of the interval / so that 
I=J,+fo+---+Jn, the corresponding variables &,, £y,,..., &, are independent. 

B) The variables &; can only assume the values of a countable set of 
real numbers 4,—O0O,4,,42,... which set is independent of the special selec- 
tion of /. 

It follows from condition A) that this set must be closed under addition, 
since for every 4, and 2, it must contain a number 4, such that 2+ 4:—=dn, 
that is to say, it must form a semigroup with respect to addition. 

C) 1— W,(/) = 1— Pr(§, = 0) is a continuous interval function, that is, 


1— WC, ai 0, 
if J contracts to a fixed point. 
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It follows from condition C) that 1— W,(/) is also uniformly continuous 
in /' It follows likewise from condition C) that 1—f(u, /) is also uniformly 
continuous, notably, in a manner independent of u, for 


\1—f(u, J)| = 2— WJ) ), 
and, further, that the process & is weakly continuous, since 
Pr({&,| >) = 1—Pr(§s=0) +0. 


In consequence of condition A) and C), & possesses an infinitely divis- 
ible distribution,? and therefore log f(u,/) can be represented in the canon- 
ical form: 
log f(u, D==iyV)a——3— at 
(1) " 

+ —_ 


-& 


iux 
 1+x 


iux 


oe 2) AN(x, 1) 


{team 1) + Jl 
where +(/) and o(/) are constants, M(x,/) and N(x,/) are non-decreasing 
functions in the intervals (—~,0) and (0,~), respectively; M(—x~)= 
= N(«)=0 and 
9 : 
| x°dM(x, 1) + | Pd N(x, I) < x. 
wi 0 
In our case the general form (1) reduces to a simpler expression in 


which the concrete meaning of the functions M(x,/) and N(x,/) can be indi- 
cated more specifically. 


§ 1. The meaning of M(x,/) and N(x, /) 


THEOREM. /f conditions A), B), C) are fulfilled, then the general form 
(1) can be written in the following manner: 


(2) log Au, ) = ST: (1) (0), 
where » 
(3) C= |W), bese 0 


‘Let g(/) bean interval function continuous in the finite closed interval /; in this case 
¢(J) is also uniformly continuous in /. For, in the contrary case it would be possible to 
find an é) for which no 6 exists, that is, if 6,+0, by selecting a suitable sequence we 
would obtain that |p(J,)| > & contrary to |J,|<4,+0. Let d denote a point of conder= 
sation of the centres of the intervals /,, then J, will have a subsequence J;,, whose centres 
converge to d. As the sequence of intervals J,, contracts to a single point, to d, it follows 
that p(J;,,) > 9, which is a contradiction. 

2 See [1], pp. 161—163. 
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and 
(4) & Ca()= |U—WJ))<~. 


In (3) and (4) the integrals in the interval / are taken in the sense of 
BURKILL. 

Proof. We first show that o(/) =O. In fact, the function J(u, /) in for- 
mula (1) is the product of two characteristic functions: 


fu, N=fa, Df.(u, 1) 
where 
o2(1) 


AG N=e 2 


is the characteristic function of the normal distribution 


u2 


Facade cee itng 
ee Terai) ms 
As 
h| re 
F, h, 1)\—F,(x,1 pa Lae ,1)= | Fi(x—y, 2 
ARG +h D—-AGD| se and F(x, 1) Ae y, I) dF,(y, 1), 


—-z 


it follows that 


[F(x +A, I) —F(x, 1)| = reas 


This is, however, a contradiction, because we have supposed that F(x,/) is 
a step function. (For the proof, see [3], pp. 94—95.) 
J(u, /) is an almost periodic function of the variable u, 


F(u, 1) -> Wi, (Dee. 


Together with f(u, /), log f(u, /) is also an almost periodic function. For the proof 
we have only to show that |f(u, /)| = d > 0, because log z is continuous in the 
region 0< d <|z|=1, and it is well known that any continuous function of 
an almost periodic function is itself almost periodic. In fact, if the decom- 
position /=/,+J,+---+J, is carried out, where |J,| (the length of j;) is 
sufficiently small to permit that in accordance with condition C) |f(u, Jx)| = 
2n>O0, it will follow that 


fu, | = [1 flu, j)| = a = 4 >0. 


Let us now multiply both sides of (1) by oe and integrate in the 


interval (—7, 7); then by FuBini’s theorem, first integrating with respect to 
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u, we obtain 
7 oe 


sin 7x sin Tx 


Jame n+] i- z Jane, !). 


— OF fog ft, !)du 2 f(r 


-T —¢e 
If T— 0, then, as log f(u,/) is almost periodic, we shall obtain on the left 
side a finite limit and therefore, taking into account also that 


sin TX _ 
oa ea he 


we may apply FaTou’s theorem to obtain 
0 


(5) fame, + |dN@,D<~. 


Accordingly, M(x, /) and N(x,/) are of bounded variation and have a finite 
limit at the point x == 0. In view of (5), formula (1) may be brought to the 
following form: 

(6) log fu.) = iy'(Du + i (c'"z—1) dM(x, N+ fen 1) dN(x, 1), 


where 
0 


yO=10)— | eres ——. dM(x, /)— jr 


> S 


1+x 


Here we have 7’(/)—0, since the left side Me 6 and the two last members 
of its right side are bounded functions of uw. 

M(x,/) and N(x,/) are step functions; this fact follows at once if we 
take into account that on the left side of (6) there stands an almost periodic 
function. For if we decompose the functions 

M(x, 1) = M,(x, 1) + M2(x, 1), N(x, 1) = N,(x, J) + N2(x, 1), 

so that on the right sides the first member is a step function, while the 

second member is a continuous, non-decreasing function, then from (6), by a 
suitable rearrangement, we obtain 

0 x 

g(u, 1) = JewaMc, I+ 

0 

if the almost periodic part is denoted by (u,/). The right hand side can 

however be almost periodic only if M(x,/)= const. and N(x, /)=const. 

Indeed, this is readily seen if we form the expression” M((u, /)e-‘4“) and 

prove that this vanishes for all 4’s, owing to the continuity of M,(x, ) and 

N(x, 1). 


ed N(x, 1), 


T 
1 
3 M(p(u, I) e-t Au) sayin oT fru, Ie taudu. 
>x£ < 
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We shall now show that log f(u,/) possesses the same exponents as 
J(u, /), and further, that the other assertions of the theorem are also valid. 
For the proof we need a lemma. 


LEMMA. If a stochastic process satisfies conditions A), B) and C), then 
(1) log fu, =| (fu )—), 
I 
and the-sequence in the definition of the Burkill integral will uniformly con- 
verge with respect to u to log f(u,/), or, more precisely, 
(8) log flu, )— (fu, 1) 


if max | /,| > 0. 

PRooF. We know that |f(u,/)), together with f(u, /), is an almost peri- 
odic characteristic function, and that, owing to |f(u, /)|? = 0’ > 0, the function 
log |f(u, /) is likewise almost periodic. Let us denote in the distribution 
defined by |f(u, /)|’ the probability of tne value 0 by W/(/), then 


(9) Wi) = > WE) —M(Fu DID. 
From (9) we have ¥ 


Wo(J/)—-1 Ss Wi J) + 1—W.( J) 1 = WJ) (WJ) 1) 
and therefore, if |/| is so small that WiJ)>>> then 


(10) I—W,(J) < 201— W, (/)). 
We shall now show that 1—W,(/) is of bounded variation. 


SU=WiK)) = 2 So—wily) =2m| S0-fe 19") < 


= K max (1I— W(x) ) + 0 


a1) 
=—2M(¥ tog fu, J?) =—2M (log flu, NP) = K 


where use has been made of the inequality 1—x =—logx (0<x=1). Thus 
(8) can be established in the following manner: 


tog flu, N—Z Ka) —)| SS ilo fu, i) —F 1 S 
: plied Eb ORM 
=D Pea (C3 Jt) ed sa wet 1—lf(u, Jy —1| = 


ke 


2S fu, Je)—1[? => (I—W,( Ji)? SK max (I—W, (fx) ) + 0. 


As the sequence figuring in the aye (8) converges uniformly to 
log flu, /), it follows that 


a(S ou jy =e) -o Mouse Ne), 


; 21 Acta Mathematica 


322 A. PREKOPA 


that is, if the Fourier coefficients of log f(u,/) are denoted by C,,(/), then 
\ Cx(N=fWal(D, ae +0 

(12) 

| =f WDD, 
\ / 

and, in view of (6), we have 


(12a) Ci) = 2 C,,(/) <x. 


Consequently, the theorem is proved. 

It may happen that in the formula (2) Cz,(/) belonging to a certain A, 
is equal to O. A sufficient condition for this is. that in every point of the 
interval we have 


Wa) _,6 
Sein 
during J contracts to the point in question. For, in this case, we have 
(13) | W2,(J)=0. 
3 I 
. Wa(J) ; 
The proof is very simple. As the interval function —~>— ii is continuous in 
the closed interval /, it is therefore also uniformly continuous. In other words, 
: 3 m : re W2,C)) 
if ¢>O is arbitrary and max|/;| <4, it follows that il < ¢ and therefore 
l 


> WiC) <el/|, whence (13) follows. 
t=1 


§ 2. A direct proof 


For the theorem we have just proved, we can also give a direct orbog 
if we make use of a theorem known in the theory of almost periodic functions. 

Thus in this case we do not make use of formula (1), but we require the 
lemma. For by the lemma, as is seen from (12), the Fourier coefficients of the 
function log f(u,/)—C,(/) are Ci,(/)=0 (&e +0). It is known that if all 
Fourier coefficients of an almost periodic function are py yg? then their 
sum is convergent: * 


(14) yo) ee. 


4 A direct proof of formula (2) is discussed in the first section of [3] for the case 
when the totality of the numbers 4; is identical with the set of non-negative integers. 
_ 5 See [I], p. 62. 
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It follows from (14) that the Fourier series of f(u, 1)—C,(/)_ converges 
uniformly, and therefore 


(15) log f(u, )— C(I) = SC, ()ei*. 
If O is substituted for u, we obtain 
(16) —C,()= > C;,(1), 
k=l 
therefore 


log fu, = Ci) (eI) 


which exactly proves (2), whilst (12), (14) and (16) are proving (3) and (4). 
The proof of (14) can simply be carried out in case the totality of the 
numbers 4, is identical with the totality of integers. In fact, in this case 
log f(u, 1) is a periodic function with period 27. As f(u,/)—f(—u, J), the 
real part of log f(u,/) is an even function, whilst its imaginary part isan 
odd function. ae, 
he C.() + C- 
~ mes 2 
aa) (oe 1)|—C,(/)) cos ku du = 


EW) it 40, 


0 if k=0. 
The integrand is a continuous even function and its Fourier coefficients 
are non-negative, whence ° 


= (Cx) + Ca(I)) <<. 


§ 3. The explicit form of W,(/) 


Let us consider the case in which the values 4, are integers. Then (2) 
can be written in the following manner: 


(17) log f(u, 1) = 24 Cy (I) (e#4**—1). 


Let us now express the probabilities W.(/) with the aid of the interval func- 
tions C,(/). It follows from (17) that the variable €; which will now be 
denoted by &(/), can be represented as follows: 


(8) ED = DB), or KN = DeEM—EWD), 


6A special case of Patey’s theorem which can easily be proved is the following: 
if the Fourier coefficients of an even and continuous function are non-negative, then their 
sum will converge. As a matter of fact, 
nt [ae 
—— 0 
55 O< at OS FEET we SHO) Sor ) 


where o, denotes the n-th Fejér mean. 
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where the variables &(/) are independent and have a Poisson distribution 
with a mean value C,(/). Let us now consider the second expression of (18). 
Here the differences of variables of Poisson distribution are standing. In gene- 
ral, if § and » are two independent variables of Poisson distribution with 
mean values 4 and wp, the difference 

C=Et—n7 
can assume . arbitrary integral values and 


Prt aloud Bera (x==0, 1120s 


and 


Auy 
ia eee ee (A+) ( = 
Pr(S=—a)—= pve “> K(k ay! (a.==0,;b:2; cs). 
These probabilities can be expressed with the aid of the Bessel function of 
n-th order ( if 
te) f cnx ly x 
jee) (3) anes 


in the following manner: 


Je emp aurin 


1p 
pita) —(}]E Jeomeirtn, 


or. with a uniform method of writing: 


A 
(n=0,1,2,...) 


19] 2 


|| 
(19) Pre ny—(4)" (4) e amy. 2eV in) 
By making use of (19) and on the basis of si we obtain 


w—men > I(t)” (ony Jira 2iVEDC6O), 


(20) 2nrn ak 
k=0,+1,+2,... (n=1,2,...3 rm is an integer) 

where the product is extended over all finite systems of values r, for which 

nr, =k, whilst the summation relates to all such systems, and’ 


A(1) Sry C,.(/). 


Finally, | express my sincere thanks to ALFRED RENyi for his valuable 
remarks. 
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OBOBLUEHHBIE PACIIPEEJIEHAA THMA MYACCOHA, IV 
(SameyaHua K TeOpuM AMddPepeHUMabHbIx Mpoueccos) 


A. TIPEKOTIA (Byganeut) 


(Pe3w me) 


Ilyctp §, CTOXaCTHYeCKHH MpOWeCc PAaCMOTPeHHbIM Ha KOHEYHOM OTPe3sKe BpemeHH J. 
O603Ha4HM pasHOCTb §1,—§:, cé,,rge J — otpesok (t,, t.) (JCJ), a W,(/) — BepostHocte 
W,()) = Pr (6; =4). 

Ecam umeem Crefyroume ycnosua: A) &, eCTb MpOUecc C HE3aBHCMMBIMH NpHpallleHHAMH ; 
B) §; MpWHAMaIOT TOAbKO 3HaYeHHA (PUKCHPOBAHHOTO CyeTHOrO MHOMKECTBA Ayp=0, 41, Ao,.04, 
C NONOKUTENHOK BepoATHOCTIO; C) 1— Wo(J)—+0, Korga J craruBaetca B dbHKCHpOBaHHyl0 
TOUKY; TO CnpaBepHBa CnepywulaAd 

Teopema. Jlorapum xapakTepucrnyecKoit byHKuMM BeNMYMHBI §; MOKET OBITB 
npevcTaB.eH B Bue: 


log f(u, 1) = >) C,,() e'4#"—1), 
k=1 
rae '. 
,0=|W,0 +9 
A 


> c= [G-—w)) <=. 
k=1 F. 


Muxterpanpl mpunumatotca B CMpIcne Bapxwa. : ) 
B § | neopema foKasbiBaeTca npw nomouu opmyner Jie Bx [1] m OHO TeMMBI, a 

B § 2 fOKa3aTeJBCTBO TOM KE TEOPEMBI ONMPAeTCA Ha TEOPHIO NOYTH TepHOAMYeCKHX PyHKUMH - 

6e3 ucnonpsozanua dopmyabr JleBu. B § 3 paetca aBHasd tpopMma tpyHKUMH OTPes0K W,,( J)-- 
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NEUE HERLEITUNG DER HYPERBOLISCHEN 
TRIGONOMETRIE DURCH VERWENDUNG DER GRENZKUGEL 


Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Votgelegt von G. Hajos) 


Es sei p(a) der Grenzkreisbogen von der Hoéhe a und bezeichne //(a) 
wie ublich den Parallelwinkel, der dem Abstand a angehdrt (Fig. 1). Schon 
J. Boyar hat bewiesen, daB der Grenzkreisbogen 


(1) p(a) tg I(a)=k 
von a unabhangig, d.h. eine Weltkonstante ist. Die Héhe dieses Grenzkreis- 
bogens ist also der Abstand x vom Parallelwinkel /7(x)—45° (Fig. 2). 


Fig. 1 Fig. 2 
V. F. KAGAN’ hat fiir den Satz unter (1) mit alleiniger Hilfe der Grenzkugel 
einen einfacheren Beweis gegeben und auf Grund dieses Satzes die klassische 
Formel 

IT(a -= 

(2) tg 6% 
in bemerkenswerter Weise von neuem hergeleitet, und dadurch die hyper- 
bolische Trigonometrie gewonnen. 


1 J. Boyar, Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens, etc. (Marosvasarhely, 
1832), besonders § -30. Deutsch bei P. Sticker, Wolfgang und Johann Bolyat. Geometrische 
Untersuchungen, Bd. II (Leipzig und Berlin, 1913), S. 198. 

2 V. F. Kacan, N. I. Lobacsevszkij, Geometriai vizsgdlatok a pdrhuzamosok elméleté- 
nek kérébdl (ungarisch), tibersetzt von Gyéroy Bizhm, zum Drucke beférdert von Ferenc 
KArteszi, (Budapest, 1951), besonders S. 130—141. 
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In vorliegender Note wird fiir die Gleichungen (1) und (2) wieder eine 
andere Herleitung angegeben. Der von KAGAN verwendete Satz, laut welchem 
lim fA eas 

a=0 a 
ausfallt, ist eine unmittelbare Folge unserer Darstellung.’ Zunachst wird durch 
Verwendung einer anderen Konfiguration von KAGAN‘ der Satz (1) einfacher 
bewiesen, aus der mitgewonnenen hyperbolischen Winkeltrigonometrie des 
rechtwinkligen Dreiecks die Gleichung 


(a) _,-+ 
2 


tg =e 


hergeleitet und endlich gezeigt, daB hier / gleich der Bogenlange von k ist. 


§ 1. Die hyperbolische Winkeltrigonometrie des rechtwinkligen 
Dreiecks 


Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck (aC = 90°) mit den Bestim- 
mungsstiicken 


BC=a, CA}, AB=c, gA=4, aB=u. 


Da auf der Grenzkugel die euklidische ebene Geometrie gilt, wenn die Grenz- 
kreise Geraden genannt werden, so folgt aus der klassischen Konfiguration 
von J. BOLyar 

p(a) 
(3) sin 4 FAL: 

Wir stellen nun die Konfiguration von V. F. KAGAN® her. Auf die Ebene’ 
des Dreiecks errichten wir in A eine Senkrechte mit dem einen unendlich 
fernen Punkte §2 und legen durch C die Grenzkugel mit dem Mittelpunkt 2, 
von dem die Achse AS2 in D, B&Q in E geschnitten werde (Fig. 3). Infolge 
der Konstruktion steht die Ebene AC22 auf ABC senkrecht, die Gerade BC 
steht deshalb auf AC{2 ebenfalls senkrecht und es ist somit aBC2=— 90’, 
also ~CBS2= I1(a). Wird noch von C auf BQ das Lot CF=d gefillt, so 
ist daher im rechtwinkligen Dreieck BCF (mit der Hypotenuse a) im Sinne 
des Satzes (3) 


(4) p(d) = p(a) sin IT (a). 
Da weiter im Grenzkugeldreieck CDE offenbar ~D—A ausfallt, ferner 
CD = p(b) und CE = p(d) ist, so besteht nach der euklidischen Geometrie 


3 Schon F. Scnur hat darauf hingewiesen, da6B der Beweis dieses Satzes auch bei 
J. Botyar! fehlt, vgl. P. ing loc. cit. 1, Bd. Il, S$. 272. 

4 V. F. Kaaan, loc. cit. 2, S. 132. 

5 J. Botyal, loc. cit. 1, § ‘25. 

6 Siehe 4. 
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der Grenzkugel mit Riicksicht auf (4) die Formel 


(5) tgAs= ; o sin IT (a). 

Aus (3) und (5) ergibt sich durch Elimination von 2 
. & p(oy 
(6) p(c)’ = p(ay + “sin? IT (a) 
Ebenso gilt 


Ree Oe 
p(c) = p(6) - sin? J7(6) ! 
und aus diesen beiden Gleichungen folgt 
P(a) tg 11(a) = p(6) tg 11(6). 
Damit ist der Satz (1) bewiesen, da doch a und 6 voneinander unabhdngig 
Sind. 


Fig. 3 
Auf Grund dieses Satzes nimmt (3) bzw. (5) die Gestalt 
: ctg IT (a 
(1) sin 4 = ro 
bzw. 
(Il) tg 4= cos IT (a) tg 17 (b) 
an, und (6) kann sogleich auf die Form 
(II) sin 17 (c) = sin [7 (a) sin IT (6) 


gebracht werden. 
Mit Ricksicht auf (III) ergibt sich aus (I) und (II) 
cos 11 (6) 

(IV) cos 4 = “cos (c) 5 

(Il) und die ahnliche Gleichung fir den Winkel » ergeben 

(V) . tg Atg usin IT(c), 
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aus (IV) und der Gleichung (1) ahnlichen Formel folgt endlich 


sin u F 
-_*_ —- gin [7 (a). 
os 4 (a) 


(I)—(VI) sind die Lobatschefskijschen Grundformeln’ der hyperbolischen 
Winkeltrigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks. 


(VI) 


§ 2. Bestimmung des Parallelwinkels 


Im Besitze der Winkeltrigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks kann 
die klassische Gleichung zwischen den Parallelwinkeln «,, @,«, die den 
Abstanden a,, a,, a= a, + a, entsprechen, in folgender Weise gewonnen werden. 
(Den mit lateinischen Buchstaben bezeichneten Abstanden angehdrige Parallel- 
winkel seien immer mit den entsprechenden griechischen Buchstaben bezeichnet.) 

Es seien auf eine Gerade in derselben Richtung die Abstande AB=a,, 
BC =a, abgetragen, wobei also AC =a ist, und in B sei auf diese Gerade 
eine Senkrechte errichtet mit dem einen unendlich fernen Punkte £2 (Fig. 4). 
Wegen der Bedeutung von «, und «, ist dann gQAB=—«a,, gQCB=—«a,. 
Von A werde auf CQ das Lot AD=¢t gefallt, dem also der Parallelwinkel 
t= Q{2QAD entspricht, und es sei gq CAD= <A. Infolge t=«,—A ist 
(7) sin T = Sin @, cos A—COS @, SIN A. 


fe 


Fig. 4 


Es besteht aber im rechtwinkligen Dreieck ACD nach (IV) 


7 Vgl. F. Enoet, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij etc. (Leipzig, 1898), S. 20. 
Formel (14). 
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und im Sinne von (VI) 
sin A = COS @, sin, 
(7) nimmt also nach Division durch sin die Gestalt 


sin a, 
COS @ 


| = ctg T—COS @, Cos a, 


an. Im Sinne von (I) ist ferner 
ctg T= ctg « sin @,, 
somit lautet die gewonnene Gleichung 


4 . 1 
1 = sin @, sin @, —-—— — COS @, COS @, 
sing 


woher durch Einfiihrung der Halbwinkel sich 


a, ty Cy 


ctg > + ‘pteiak 3 —=ctg 5 Cte > 9 + te tes 5 
ergibt. Die Wurzeln dieser Gleichung zweiten Grades fiir ctg = sind offenbar 


testes © und ctg ies Se Die erste kommt aber nicht in Betracht, da doch 


cle eels tes tes <l ausfallt. Also wird 


ctg 5 = =ctg 5 = S ge? 5 


die gewiinschte Gleichung.* Mit wachsendem a durchlauft « bestandig 
abnehmend das Intervall 0°<«< 90", ist also eine stetige Funktion von a, 


“ 


und ctg > ist deshalb auch stetig. Aus dieser Funktionalgleichung folgt daher' 


a 


(8) ctg-5 =e 


wobei / eine gewisse Strecke bedeutet. 
Zur Bestimmung dieser Strecke / nehmen wir die Rektifikation des 


Grenzkreisbogens p vor. 


(8) zieht 
ctg @=sh + 
nach sich, also ist im Sinne von (1) 
p(a) a 
k = Sh T” 


8 Vgl. F. Enaet, loc. cit.7, S. 20. Formel (11). 
9 A. L. Caucuy, Analyse algébrique (Paris, 1821), Ch. V § I, probleme Il, Oeuvres 
Ile série, t. HI, S. 100—102. 
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und so strebt 


p(a) 
k 
(9) ae 
pli 
fiir p(a)—+0, da in diesem Falle a fortiori a0. Der Grenzkreisbogen p 
werde nun in n Teile p,, o,--.,Pn geteilt und s,,5:,...,S, seien die ent- 
sprechenden Sehnen. Es ist bekanntlich 
Pi P1 Pr Pn Pi 
prey. tf Pi 
min 4st 4 ___* = max . ‘ 
fe SSP pte 2 Se 71 


Strebt der gréBte Bogen gegen 0, so streben hier auf Grund von (9) sowohl 
die untere, als auch die obere Schranke gegen 1, also 


SiS + +S0 Prt Petes +P a 
18 on k 


|B 


d.h. 


+t +21. 


Der Grenzkreisbogen p ist demnach rektifizierbar und hat die Lange FI. 
Fir den Fall p—k ergibt sich insbesondere 
(10) , {= der Bogenlange von k. 
Wird die Lange von k ebenfalls mit & bezeichnet, so nimmt (8) mit | 
Riicksicht auf (10) die Gestalt 
(8*) ctg = == @' 
an. Damit ist auch der Beweis des Satzes (2) fertig. 
Da infolge (8*) 


sin a = 


cos e=th—, tg a= 
ch — sh 2 
k 

ist, gehen die Formeln (1)—(VI) des § 1 in die bekannten Grundformeln der 
hyperbolischen Trigonometrie tiber. 


(Eingegangen am 12. Januar 1953) 
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HOBOE CBOCHOBAHHME FHNEPBOJIMYECKOA TPHTOHOMETPHH 
C MOMOLLbIO OPHCPEPbI 


fl. CAC (Bynanewr) 


(P e310 Me) 


Tipumensa opny Kondurypaumno B. ®. Karana, apTop CHOBa noKasbiRaeT 4TO Npo- 
WYKT HeEKOTOPOH AyrH p(a) BRICOTHI @ OPHUHKNa Ha TaHreHC yraa napannenbuoctn JT (a) 
p(a) tg [1 (a) =k 
HE 3aBHCHT OT d, TO CCTb ABIACTCA NOCTOAHHOM AyroH OpHunKna. Ha ocHOBe nory4eHHOd 
TakHM OOpa3s0M yrOAHOK TPHFTOHOMETPHH NPAMOYTONHOPO TPeyrOAHHKa BBIBOAMTCA 
ypaBHenHe 
tg HO __-+ 
I wat ; 
Hakoveu, pekTHHUHPOBAHHeM AYrH OPHUNKa OKasbiBaeTCA, 4TO | PaBHO 30eCb ANMHE 
ayru k, Tak 4TO ecnm O603Ha4aTb STY AIMHY TakKE Yepes k, TO NOnyYaeTCA 
IT(@) + 
=-¢ k 
2 


tg 
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